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O ESTUDO DE SEQUENCIAS E LIMITES COM O GEOGEBRA:
UMA PONTE ENTRE OS PENSAMENTOS INTUITIVO E
MATEMATICO EM ANALISE REAL

APRESENTACAO

Este produto educacional tem a intencdo de promover a articulacdo
entre os “saberes curriculares” (Tardif, 2014, p.33) e os “saberes experienciais”
(Tardif, 2014, p.33) no ensino dos conteddos de Sequéncia de nimeros reais,
Limites de uma sequéncia de nameros reais, Subsequéncia de numero reais,
Limites infinitos, oferecidos na ementa da disciplina de Analise Real ou Andlise
na Reta ministrada em Cursos de Licenciatura Plena em Mateméatica e de
Bacharelados em Matematica.

A importancia do estudo da Analise Real na licenciatura faz-se
presente, segundo Brito (2010), na necessidade de desenvolver no matematico
a pratica de demonstrar, enunciar e provar teoremas e resultados,
familiarizando-o com o0s conceitos escritos em linguagem matemética formal e
proporcionando-lhe: maior seguranga na explicagdo de conhecimentos béasicos,
compreensao solida e profunda da fundamentacdo tedricas de conceitos
matematicos e desenvolvimento de seu pensamento matematico.

O objetivo deste trabalho é fornecer aos professores dos cursos de
graduacdo e aos alunos, licenciandos de Matemética, uma ferramenta que
possa favorecer a construcdo do conhecimento matematico através da
articulacdo do pensamento intuitivo, composto por ideias intuitivas,
visualizacbes e manipulacbes do software Geogebra, que busquem acessar
conhecimentos previamente adquiridos, e 0 pensamento matematico, que trata-
se dos conhecimentos matematico formais, que possuem uma fundamentacéo
tedrica rigorosa e exigem manipulacdes algébricas para a realizacdo de provas
e demonstracdes de teoremas.

A ferramenta aqui desenvolvida compde-se de quatro sequéncias
didaticas, que dividem o ensino dos contetdos de Andlise Real citados em

varias etapas. Cada etapa foi desenvolvida de modo a facilitar a construcao de



conceitos através da: visualizacdo de graficos, utilizacdo de exemplos, intuicéo,
formalizacdo de definicbes e manipulacdo algébrica para a realizacdo de
demonstracoes. As descricdes de cada etapa, bem como 0s questionamentos
a serem feitos, as conexdes entre cada fase, 0s comentarios necessarios a
orientacdo do profissional que aplicara as atividades e alguns exercicios que
induzem a pratica das demonstracdes e provas e que ajudam a avaliar da

aprendizagem encontram-se nas se¢cfes denominadas de aula 1, 2, 3 e 4.

e Publico-Alvo:
Alunos inscritos na disciplina de Analise Real de um curso de Licenciatura ou
Bacharelado em Matematica. Ou qualquer pessoa que esteja estudando esses

conceitos.

e Tempo Estimado:
Todas as secOes foram elaboradas para terem a duracéo de duas aulas de 50

minutos cada.

e Local:
Sala de aula (com o auxilio de celulares com o software Geogebra instalado)
ou, mais recomendado, laboratério de informéatica da instituicdo (com

computadores que possuam o software instalado).

e Material utilizado:
Software Geogebra instalado no celular ou computador, acesso a internet,
guadro branco, marcador para quadro branco, livros para pesquisa e folhas

Impressas com as atividades propostas.

e Organizacao daturma:

A proposta lancada é para o desenvolvimento de atividades individuais, pois
possui a intensdo de fazer com que o aluno se utilize de sua intuicdo e de
conceitos previamente adquiridos na analise de gréafico e na busca, construcao

e solucéo de problemas.



AULA 1 - SEQUENCIAS DE NUMEROS REAIS

e Objetivo Geral:

Compreender a definicdo de sequéncia de numeros reais, partindo de

ideias intuitivas sobre o assunto e chegando a definicdo formal de

sequéncia.

e Contelido:

Construcéo intuitiva do conceito de sequéncia numeros reais e de

sequéncia limitada e a formalizacdo deste conceito em linguagem

matematica.

e Objetivos especificos:

a)

b)

d)

f)
9)

Construir com o auxilio do software Geogebra a representacdo de um
conjunto A de nimeros naturais.

Representar no software Geogebra o conjunto dos valores de uma
sequéncia de nameros reais determinados através de seu temos geral
Xn.

Descrever, intuitivamente, sequéncia de numeros reais apos analisar
as representacoes feitas no software Geogebra.

Definir formalmente sequéncia de nimeros reais.

Descrever, intuitivamente, sequéncia limitada.

Definir formalmente sequéncia limitada.

Demonstrar, através de manipulacfes algébricas, as afirmaces feitas

sobre sequéncia de numeros reais.

Desenvolvimento

12 etapa: Iniciando esta etapa, solicite que o aluno instale no celular o

software Geogebra. Caso o software ja esteja instalado ou a turma esteja

no laboratorio de informéatica. Solicite que os alunos:



)] Abram o software e que construa um controle deslizante com as
caracteristicas descritas no “Pequeno Manual de Construcfes no

Geogebra” presente no final deste trabalho.

i) A seguir, construam no software a representacdo do conjunto A de
nameros naturais digitando na entrada do programa o seguinte

comando:

—_—

A = Sequéncia

-

Valor final do conjunto €—3

contador g—=7
Ny

variavel
Valor inicial do conjunto €— =

1)) Movimentem o controle deslizante, observem o conjunto gerado e

descrevam o que ocorre.

Conexdo entre as etapas: Nesta primeira etapa propdem-se a
apresentacao do software Geogebra e de suas ferramentas, orientando os
alunos nas construcdes necessarias ao desenvolvimento das atividades. A
proxima etapa propde a construcdo de uma representacao grafica de uma
sequéncia de numeros reais, auxiliando na visualizacdo, na descricao

intuitiva e na definigcdo do conceito a ser estudado.

22 etapa: Nesta etapa, os alunos deverdo construir uma representacdo

grafica da sequéncia de numeros reais que sera determinada pelo termo

1
geral x,, = ~.

Ap6s a construcdo do controle deslizante e da representacao do conjunto A
de nimeros naturais. Peca que os alunos:
iv) Movimentem o controle deslizante para a posicédo n = 1 e digitem na

entrada do programa o seguinte comando:



vi)

x_n = Sequéncia

NG T

2

SN——"
variavel 4—‘D>
-3

Pares ordenados (pontos) 4—[
Valor inicial do conjunto
Valor final do conjunto

Movimentem o controle deslizante, observem o grafico gerado e

descrevam o comportamento da sequéncia.

Faca os seguintes questionamentos:

a)

b)

Intuitivamente, como podemos descrever o grafico gerado?

Comentario: O objetivo desta questao é fazer com que o aluno
perceba e descreva intuitivamente a ideia de sequéncia de
nameros reais, ou seja, que ele perceba a funcédo entre o

conjunto A dos nimeros naturais e 0 conjunto dos numeros reais

{x:xz%;n EN}.

Defina sequéncia de niumeros reais.

Definicdo: uma sequéncia de numeros reais é, por definicao,
uma funcdo x:N - R, cujo dominio pertence ao conjunto dos
nameros naturais e cuja imagem x(n) esta contida no conjunto

dos nimeros reais.

Comentério: Este questionamento deve incentivar a busca pela
formalizacdo da ideia de sequéncia gerada anteriormente.
Espera-se que o aluno busque a definicdo de sequéncia de
nameros reais no livro adotado ou na internet, fazendo uma
correlagdo com as manipulacdes no software e compreendendo

que uma sequéncia de numeros reais € uma fungdo x: N — R,
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cujo dominio € o conjunto dos numeros naturais e a imagem

pertence ao conjunto dos numeros reais.

. . . ~ . 1
c) Determine os 10 primeiros termos da sequéncia x,, = -

Comentario: Aqui, o aluno devera compreender como Sao
determinados cada termo da sequéncia e como representar o
conjunto gerado por estes termos. Devemos chamar a atencéo
para o posicionamento e valores. Os alunos podem representar

os termos da sequéncia de duas formas:

» Janela de Algebra | ~ Janela de Visualizagéo

- Lista

=® G={(1,1),(2,0.5), (3,0.33), (4, 0.25), (5, 0.2}, (6,0.17),| ,

= N={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12,13, 14, 15, 16,17
3 = —

¥ Pares ordenados que compdem a > Ln

imagem x(n) da sequéncia. //
2

Termo geral da sequéncia.
1 @

= Dominio da sequéncia. ®

Representacio dos pontos no grafico.4«—| o 1 ? 3 4 5 i 7

1

Podemos ver representados na figura: o dominio Dom (x), a imagem x(n) e o

conjunto de valores dos seus termos.

Domx(n) = N={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14,15, 16,17, ... }

Pontos do Grafico:G = {(n, %) |n € N} ={(1,1),(2,0.5),(3,0.33), ...}

111111}

Valores dos termos x, = {xq, X5, X3, X4, X5, Xg, X7, ... } = {1’5'5'2'5'5'5'

Conexdo entre as etapas: A proposta desta etapa foi compreender a

definicdo de sequéncia através da visualizacdo e manipulacdo do software
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Geogebra e da busca do conceito em livros ou na internet. O professor

pode trabalhar ainda nesta fase com outros exemplos de sequéncias, por

n

1 . . 2
exemplo, y, == ,z, = Yn ep, = Na proxima etapa seguir-se-a

nZ —
um aprofundamento do conteudo e lancar-se-a o desafio das manipulacdes

algébricas para a prova de afirma¢des em relacao ao assunto.

32 etapa: Como os alunos ja construiram a representacdo gréfica da
A . . . 1 .
sequéncia cujo termo gelar é x,, = —. Agora, vamos estudar o conceito de

sequéncia limitada. Solicite que os alunos:

vi)  Movimentem o controle deslizante para a posicdo n = 1 e digitem na

entrada do programa o seguinte comando:

Poligono[(0,0), (0,1), (3000,0), (3000,1)]
| J
Y
Vértices do poligono

viii)  Alterem as caracteristicas do poligono gerado para: preenchimento
tracejado e cor amarelo claro (seguir os passos do “Pequeno
Manual de Construcdes no Geogebra” presente no final deste
trabalho), movimentem o controle deslizante e que observem o

grafico gerado.

iX) Faca os seguintes questionamentos:

d) A sequéncia dada apresenta algum padrdo de

comportamento? Justifique sua resposta.

Comentario: Nesta etapa, o aluno devera perceber que todos os

valores da sequéncia pertencem ao intervalo de ]0, 1].

e) Defina sequéncia limitada.



f)

g)

12

Definicdo: Uma sequéncia (x,) € dita limitada quando existem

nameros reais a e b taisque a < x, < b paratodon € N.

Comentario: Com o auxilio de livros ou através de pesquisas na
internet, o aluno devera definir sequéncia limitada, uma vez que,

intuitivamente, ja construiu a ideia na questao anterior.

- A 1,
Podemos afirmar que a sequéncia Xp == € limitada?

Justifique sua resposta.

Comentéario: Nesta fase, o aluno, de posse da definicdo, devera
ter condicbes de identificar que a sequéncia dada é limitada,
justificando a sua resposta através da citacdo da definicdo de
sequéncia limitada, demonstrando que compreendeu este

conceito.

Prove que a sequéncia x,, == € uma sequéncia limitada?

S e

Comentério: Como esta sera a primeira prova com manipulacao
algébrica desenvolvida pelo aluno, devemos orienta-lo,

despertando sua atengao para o que se pretende provar:

Sendo a sequéncia limitada, precisamos provar que para

guaisquer gue sejam o0s valores de n (lembrando que n

pertence ao conjunto dos numeros naturais), todos o0s

valores das imagens da sequéncia pertencem ao intervalo de

10,1], ou seja, que existem valores reais a e b, tais que

a<x,<b.

Munido da definicdo de sequéncia limitada, ele deve perceber
qgue do fato da sequéncia ser limitada, segue que, x, = %S 1. E

que assim sendo n > 1, para qualquer que seja o0 valor de n

natural. O que é uma proposicdo verdadeira para todo n



Xi)

13

pertencente ao conjunto dos numeros naturais. Portanto, o aluno
devera perceber que sua prova deve iniciar por esta proposicao e

seguir o caminho inverso do que foi descrito nestas observacdes.

Prova:
Sejan € N.

Por propriedades de N, temos que n = 1, paratodon € N.
Comon>1,entdo, 0 < % <1, paratodon € N.

Logo, existe um numero a € Re existe um nimero b € R tais
que a < x, < by

Portanto, (x,,) é limitada.

Complementando a definicho de sequéncia e aprofundando o
assunto sobre sequéncia limitada, escreva no quadro (aponte no
livro ou peca para que pesquisem na internet) os seguintes
c

Uma sequéncia é:

e crescente —quando x, < x,.q, paratodon € N.

e ndo-decrescente — quando x, < x,41, paratodon € N.
e decrescente —quando x, > x,.,, paratodon € N.

e ndo-crescente —quando x, = x,,q, paratodon € N.

As sequéncias crescentes, ndo-decrescentes, decrescentes ou nao-

crescentes sao ditas sequéncias mondétonas.

o

S

Faca 0s seguintes questionamentos:
h) A sequéncia dada € uma sequéncia mondétona? Justifique

sua resposta.

Comentario: Antes de levantar este questionamento, o professor
pode fornecer aos alunos varios exemplos de sequéncias
monotonas ou pode pedir para que eles mesmos pesquisem e

formulem seus préprios exemplos. Fazendo com que sejam
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internalizadas as definicbes de sequéncias monétonas crescentes,
nédo-crescente, decrescente e ndo-decrescentes.

ApoGs a internalizacdo dos conceitos e a observacdo do gréfico
gerado, o aluno devera ter condicbes de responder que a sequéncia
dada € uma sequéncia monétona decrescente, afirmando que seus
valores diminuem a medida que os valores de n aumentam ou

justificando sua resposta com a citacao da definicao.

i) Prove que a sequéncia dada é uma sequéncia decrescente.

Comentario: Esta sera a segunda prova com manipulacéo algébrica
que o aluno dever4 desenvolver. Pode ser, que ainda seja
necessario, despertar sua atencdo para o que se pretende provar e

como fazé-lo adequadamente, faca-o perceber que:

Como a sequéncia é mondtona decrescente, que precisa provar

gue: a medida que os valores de n aumentam os valores da

imagem da sequéncia diminuem, ou seja, X, > X,.1, para todo

n € N.

Apoés ter afirmado que a sequéncia € monotona decrescente, o aluno

deve perceber, através da definicAo que se x, > x,,1, para todo
~ 1 1 ,
n € N entdo ~> ——. Donde segue que, n < n + 1 e que como n é

um numero natural, 1 <n<n+ 1. Assim, o aluno deve perceber
gue utilizando a proposicdo n > 1, para todo n € N, para iniciar e
seguindo o caminho inverso do que foi descrito nestas observacoes,

ele conseguira realizar a prova da afirmacéao feita.

Prova:
Paratodon € N,temos quen > 1.

Como n é um ndamero natural, podemos afirmarque n+1>n > 1.

1 1
Sendo n + 1 > n, temos que — > —.
n n+1

Logo, X, > X411 ,VN € Ny.
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Portanto, a sequéncia dada € uma sequéncia monotona decrescente.

Conexdo entre as etapas: Nesta terceira etapa, o aluno, além de ter
desenvolvido o conhecimento das definicbes de sequéncia, sequéncia
limitada e sequéncia mondétona, deve ter compreendido 0s primeiros
passos para a elaboracdo de demonstracbes com manipulacdes
algébricas. Ou pelo menos, deve ter desenvolvido algumas ferramentas
basicas para descrever com mais rigor, seus pensamentos intuitivos
matematicos sobre o assunto. O prOximo passo € exercitar as
demonstracdes e fixar as definicbes aprendidas, sanando possiveis

davidas e enriquecendo o aprendizado.

Etapa Final: Finalizando a aula sobre sequéncias, o professor deve
oferecer aos alunos as atividades listadas abaixo, em folhas impressas (ou
escrevendo-as no quadro branco). A orientacdo € que os alunos,
organizados individualmente ou em grupo, realizem as atividades
propostas, discutindo as constru¢cbes no software Geogebra e as
afirmacdes feitas. Caso desejarem, as atividades podem ser realizadas

como atividades extraclasse.

xii)  Proponha as seguintes atividades para os alunos:

ATIVIDADES PROPOSTAS —AULA 1

—1\" . . .
1) Seja a sequéncia a, = 1+ &, determine seus 10 primeiros termos

n
e esboce seu grafico com o auxilio do Geogebra.

2

2) Sendo x, = ﬁ Verifiqgue, provando todas as afirmacdes feitas, se:

a) a sequéncia é limitada superiormente, inferiormente ou se é limitada.

b) a sequéncia € mondtona crescente, ndo-crescente, decrescente, nao-
decrescente ou se ndo € monétona. Provando toda as afirmagdes feitas.




3) Verifique se a sequéncia b, = 3n é uma sequéncia mondétona
limitada. Prove suas afirmacdes. (Dica: Utilize o Geogebra para visualizar
o grafico da sequéncia).

7n?

-15 . . ~ .
a0 Verifique, provando todas as afirmacdes feitas, se:

4) Sendo x,, =
a) a sequéncia é limitada superiormente, inferiormente ou se é limitada.

b) a sequéncia € mondtona crescente, ndo-crescente, decrescente, nao-
decrescente ou ndo € mondtona.

5) Dada a sequéncia y, = {10,1,8,3,6,5,4,7,2,9,0,11,...}. Utilize o
Geogebra para visualizar a representacdo grafica da sequéncia e a
seguir, responda:

a) A sequéncia é limitada? Justifique sua resposta.

b) A sequéncia é monétona crescente, ndo-crescente, decrescente, nao-
decrescente ou ndo € mondétona? Justifique sua resposta.

Observacéo: Todas as construcfes propostas podem ser acessadas
através do CD em anexo.

16
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AULA 2 — LIMITE DE UMA SEQUENCIAS DE NUMEROS REAIS

Objetivo Geral:
Compreender a definicdo de limite de uma sequéncia de numeros reais,
partindo de ideias intuitivas sobre o assunto e chegando a definicdo de

limite e provas com manipulagfes algébricas.

Conteudo:
Construcdo intuitiva do conceito de limite de sequéncia niumeros reais e

formalizacao deste conceito em linguagem matematica.

Objetivos especificos:

a) Construir com o auxilio do software Geogebra a representacdo de um
conjunto A de nimeros naturais.

b) Representar no software Geogebra o conjunto dos valores de uma
sequéncia de nameros reais determinados através de seu temos geral
Xn € a sua limitacdo através de retas auxiliares.

c) Descrever, intuitivamente, a ideia de limite de uma sequéncia de
nameros reais apés analisar as representacdes feitas no software
Geogebra.

d) Definir matematicamente limite de uma sequéncia de niumeros reais.

e) Relembrar as definicbes de sequéncia estudadas em aulas anteriores.

f) Demonstrar, através de manipulacdes algébricas, o limite, caso existam

de algumas sequéncias de nimeros reais.

Desenvolvimento

12 etapa: Iniciando esta etapa, aluno desenvolverd a ideia intuitiva de limite

de uma sequéncia de numeros reais, relembrando a manipulacdo do
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software Geogebra e as definicdes estudadas na aula anterior. Oriente 0s

alunos a:

)

ii)

Vi)

Abrirem o software e construirem um controle deslizante com as
caracteristicas descritas no “Pequeno Manual de Constru¢cdes no

Geogebra” presente no final deste trabalho.

Construa outro controle deslizante, dé o nome de € e defina seu

intervalo, como por exemplo, min: 0,1 e max: 2. Observe a imagem:

£=1 Basico Controle Deslizante Cor
I - i Intervalo ”
min: 0.1 max: |2

A seguir, construirem no software a representacdo do conjunto A de
nameros naturais digitando na entrada do programa 0s seguintes
comandos:
A = Sequénciali,i, 1,n]
—-5n-3

Representarem graficamente a sequéncia z, = — posicionando

o controle deslizante em n = 1 e digitarem na caixa de entrada o
seguinte comando:
z_n = Sequéncial[(i,—(5i + 3) /(i + 1)),i,1,n]

Com o controle deslizante na posicao n = 1, digitarem na caixa de
entrada do programa os seguintes comandos:

r = Reta[(n,—((5{ + 3) /(i + 1))),EixoX]

s = Reta[(0,—5), EixoX]

Alterarem os estilos (para tracejado) e as cores das retas r (para
verde escuro) e s (para vermelha), movimentarem o controle
deslizante e observarem o grafico da sequéncia e das retas r e s,

descrevendo seus comportamentos.
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vii)  Faga o seguinte questionamento:
a) Descreva o comportamento da sequéncia (z,).

Comentério: O objetivo desta questdo é fazer com que o aluno
perceba que a medida que os valores de n aumentam, os valores
dos termos da sequéncia dada (destacados pela reta r) se
aproximam do valor (-5) (destacado pela reta s), descrevendo
intuitivamente a ideia de limite de uma sequéncia de numeros

reais.

Conexdo entre as etapas: A etapa inicial tem como objetivo introduzir
superficialmente a nocao de limite de uma sequéncia de nameros reais.
Apés essa nocdo intuitiva, introduzir-se-a a ideia de que se uma sequéncia
possui um limite a todos os valores dessa sequéncia, a partir de um valor

de n suficientemente grande, pertencem a um intervalo aberto de raio €.

22 etapa: Nesta etapa, aluno aprofundara a ideia intuitiva de limite de uma
sequéncia de numeros reais, entendendo que, quando uma sequéncia
possui um limite a, para valores de n suficientemente grandes, todos os

seus termos pertencem ao intervalo (a — €, a + €). Solicite que o aluno:

vii)  Movimente o controle deslizante para n = 1, esconda a reta r
(consultar o “Pequeno Manual de Construgcbes no Geogebra”
presente no final deste trabalho) e digite na entrada do programa os

seguintes comandos:

C = Circulo[(1,-5), £ ]

hf—-/ .
centro Tato

h = Reta[(1,-5),EixoY] (Reta paralela ao eixo Y passando pelo

centro da circunferéncia)
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Marque nas interse¢des da circunferéncia com a reta h, os pontos |
e J (consulta manual) e o ponto C (interseccdo entre centro da
circunferéncia e a reta h). A seguir, esconda a reta h e a
circunferéncia (consultar o manual). Trace o0s segmentos
AC e BC (consultar o manual), alterando suas cores, estilos e
renomeie para —=5— & e =5+ & . Depois, escondam a reta h e os

pontos |, J e C.

Observe o gréafico gerado apds a entrada dos comandos, antes de

esconder 0s pontos, a reta e a circunferéncia:

|
______________-___T-'_. ™
f --—" -"--._H‘-
-4 /*’ o -..\
7
’ ¢ \\
’ N
/ \
! \
i \
-4.5 \
/ \
!
| —5+4¢ '
\
5 r :
|
T e B A . E—
e el I
]
\ I
\ I
\ i
5.5 /
h !
N\ !
N r
, ra
\ s
, #
7
-6 = _
L.
g ~<_ J -

Solicite que os alunos construam as retas f e g, alterando suas cores
e estilos (ambas devem ser azuis com estilo tracejado), digitando na

entrada do programa os seguintes comandos:
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f = Reta[l,s] e g = Retal],s]

ApoGs a realizacdo das construcdes sugeridas, teremos o seguinte

gréfico:
I A N S
o _.5— ___________________________
5
-G 4
g
Xi) Insira 0 seguinte comando da entrada do programa:

IntegralEntre(f, g, -1000, 1000)

Altere as caracteristicas de cor e preenchimento, e observe o grafico

Xii) Movimente os controles deslizantes e observe o comportamento da

sequéncia, da faixa gerada e dos segmentos.

xiii)  Faga 0s seguintes questionamentos:
b) Movimente o controle deslizante € e descreva o que ocorre
com os pontos do gréafico para faixas com amplitude € > 1.
Comentario: Ao movimentarmos o controle deslizante € para
faixas geradas quando € > 1 podemos perceber que todos os
pontos do grafico estdo contidos dentro da dela, ou seja, a
imagem da sequéncia (representada pelos pontos do grafico)

pertence ao intervalo (-5 - €, -5 + €).
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Movimente o controle deslizante € até obter uma faixa de
amplitude € =1 e descreva o0 que ocorre com 0s pontos do
grafico nesta faixa.

Comentério: Ao movimentarmos o controle deslizante € para
faixas geradas quando € =1 podemos perceber que todos os
pontos do gréfico estdo contidos dentro da faixa, ou seja, a
imagem da sequéncia (os pontos do grafico) pertence ao
intervalo (-5-€,-5+¢&) = (-6, -4).

Movimente o controle deslizante € e descreva 0 que ocorre
com os pontos do grafico para faixas com amplitude € < 1.

Comentario: Ao movimentarmos o controle deslizante € para
faixas de amplitude € <1 podemos perceber gque existe uma
quantidade de pontos que ficam fora da faixa e que uma
quantidade de pontos contidos dentro da faixa, ou seja, a maior
parte da imagem da sequéncia (os pontos do gréfico) pertence

ao intervalo (-5- €, -5+ &).

ApoOs as observacgdes do grafico, podemos afirmar que para
faixas de diferentes amplitudes, a partir de um determinado
valor de n (dependendo de €), existe uma quantidade infinita
de pontos dentro da faixa? llustre sua afirmagdo com um

exemplo.

Possiveis comentéarios: Podemos observar por exemplo que:

e para uma faixa de amplitude € = 0.5 todos pontos do gréfico
com indices maiores que n = 3 pertencem ao intervalo (-5 - € , -5
+€&) = (-55, -4,5).

e para uma faixa de amplitude € = 0.3 todos pontos do grafico
com indices maiores que n = 6 pertencem ao intervalo (-5 - € , -5
+€) = (-5,3, -4,7).
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e para uma faixa de amplitude € = 0.2 todos pontos do gréfico
com indices maiores que n = 9 pertencem ao intervalo (-5- € , -5
+€&) = (-5,2, -4,8).

Pesquise e defina limite de uma sequéncia de nameros reais.

Definicdo: dizemos lim,_. z, = a, se para qualquer valor de
€ > 0, existe um indice n, natural, tal que, para todo indice n
>ng, a distancia entre e o termo z, e o limite a € menor que o

raio €.
Simbolicamente:
lim, 0wz, =a © VEER, £E>0,Ing € N;n>ny = |z,—al <

E.

Comentario: Pesquisando em livros ou na internet, os alunos
devem chegar a definicdo de limite de uma sequéncia de
nameros reais descrita acima. Ou ainda, Por definicdo, dizemos
que lim,_.z, =a, Se para qualquer raio & >0, dado
arbitrariamente, existe um indice n, € N tal que, todos os termos
z, da sequéncia com indices n > n, pertencem ao intervalo

(a— &a+ &).

Podemos afirmar que o limite da sequéncia (z,) é —5? Prove
sua afirmacéo.

Comentério: Neste momento, o aluno devera provar que o limite
da sequéncia dada é igual a -5. De posse da definicdo de limite
de uma sequéncia, o aluno devera através de manipulacdes
algébricas realizar a prova, percebendo que deve tomar um
indice n, dependente de um &£ > 0 arbitrario para iniciar sua
demonstracdo. Para orienta-lo na procura do indice ny, O

professor pode fazer as seguintes observacoes:
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Procuramos um numero natural (indice) n, dependente de um

5n+3

&€, tal que, para se n > n, entédo |— — (—5)| < E. Temos que

5n+3 5n—3+5n+1
S )= - |

2= 2 <2<F. Dai,
n+1

n+1 n+1 n

2 2 . -
~<Een>2en>_. Assim sendo, 0 n, procurado é um

- 2
namero natural tal que ny > =

B
—
(@)
<
s}

Seja € € Rtal que € > 0.
Pela Propriedade Arquimediana existe um namero natural n, > S

Suponhamos que n € N satisfaca n > n,.

2 2
—==<=
n

Entao, |—
n+1 n+1

5n+3 ) | —5n - 3+5n+1| |
n+1 - n+1 -

2 ~ 2
Comon > ny > ; entao — < E.

5n+3
n+1

Logo, concluimos que VE > 0, 3n, € N; n > n, tal que

(=5)

Portanto, pela definicao, temos que lim z, = —5.

Conexdo entre as etapas: A proposta desta etapa € incentivar a
demonstracao através da definicdo e de manipulaces algébricas de um

limite de sequéncia. Ainda nesta fase, podem ser trabalhados outros

A - 3 n
exemplos de  sequéncias, como y,=-=,z,= Vnep,= —

incentivando os alunos a realizarem a prova dos limites (caso existam)
através da definicdo. Na proxima etapa seguir-se-a um aprofundamento do
conteudo por meio de atividades que exigirdo manipulacdes algébricas

para a prova de afirmacdes e teoremas relacionados ao assunto.

Etapa Final: Nas etapas anteriores os alunos construiram a ideia intuitiva
de limite de uma sequéncia e realizaram a formalizacdo destes conceitos

com a descricdo e manipulacdo da definicdo para a prova de limites. Agora,

7

a proposta € exercitar o conteudo estudado através de atividades que
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exigirdo o conhecimento da definicdo e o desenvolvimento de habilidades

para a demonstracéo de propriedade e teoremas.

Finalizando a aula sobre limite de uma sequéncia, o professor devera
oferecer aos alunos as atividades listadas abaixo, em folhas impressas (ou
escrevendo-as no quadro branco). A orientacdo € que o0s alunos,
organizados individualmente ou em grupo, realizem as atividades
propostas, discutindo as constru¢cbes no software Geogebra e as
afirmacgdes feitas. Caso desejarem, a atividade pode ser realizada como

atividade extraclasse.

xiv)  Proponha as seguintes atividades para os alunos:

ATIVIDADES PROPOSTAS — AULA 2

1) Definicdo: Uma sequéncia que possui um limite é dita convergente e
indicamos sua convergéncia por z,, — a, lemos “z, tende para a”. As
seguintes sequéncias sdo convergentes. Utilize o programa Geogebra para
estimar o valor do limite das sequéncias e demonstre-o0 através da
definicdo de limite.

4n
)% =15
7n!
D) ¥n = =2+ o

2) Prove que: (Teorema) Toda sequéncia convergente é limitada.

3) Prove que se a € Relim x, = b entdo lim ax, = ab. D& um exemplo
e visualize-o no software Geogebra.

4) Prove que se limx, = 0 e (y,) é limitada entdo lim x,y, = 0. D& um
exemplo e visualize-0 no software Geogebra.

5) (Teorema da unicidade do limite) Demonstre que se lim x, = a e
lim X, = b, entdoa=h.

6) Mostre que se lim x, = a entdo lim (x, —a) = 0.

7) (Teorema) Demonstre que se lim X, = a elim y = b, entéo:
i) lim(x, + y,) =a+b; i) lim(x, — y,) =a—b;

a

iii) lim(x,,. y,) = a. b; iv) lim (i—) =2seb#0.

8) Dé um exemplo para cada item do exercicio 7, represente-0s
graficamente no GeoGebra e calcule seus limites.

Observacdo: Todas as construcdes propostas podem ser acessadas através do
CD em anexo.
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AULA 3 — SUBSEQUENCIA DE UMA SEQUENCIA DE NUMEROS
REAIS

e Objetivo Geral:

Compreender a definicdo de subsequéncia de numeros reais, partindo de

ideias intuitivas sobre o assunto e chegando a definicéo, utilizando-se de

manipulacdes algébricas para a realizacdo de demonstracdes.

e Conteudo:

Construcéo do conceito de subsequéncia de uma sequéncia niameros reais

e formalizacdo deste conceito em linguagem matematica.

e Objetivos especificos:

a)

b)

Representar no software Geogebra o conjunto dos valores de uma
sequéncia de numeros reais determinados através de seu temos geral
Xn.
Representar no software Geogebra o conjunto dos valores das
subsequéncias de: indices pares e de indices impares de uma
sequéncia de numeros reais.
Descrever, intuitivamente, a ideia de subsequéncia de numeros reais
apoés analisar as representacdes feitas no software Geogebra.
Definir subsequéncia de uma sequéncia de nameros reais.

Relembrar as definicbes de sequéncia e limite de uma sequéncia
estudadas em aulas anteriores.

Demonstrar, através de manipulacdes algébricas, alguns teoremas e o

limite, caso existam, de algumas subsequéncias de nimeros reais.

Desenvolvimento

12 etapa: Nesta aula, o aluno desenvolverd a ideia intuitiva de

subsequéncia de uma sequéncia de numeros reais, relembrando a
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manipulacdo do software Geogebra e as definicbes estudadas na aula

anterior. Requisite que os alunos:

) Abram o software e que construam um controle deslizante com as
caracteristicas descritas no “Pequeno Manual de Construgdes no
Geogebra” presente no final deste trabalho.

1)) A seguir, construam no software a representacdo do conjunto A de
nameros naturais, 0 conjunto B dos ndumeros naturais pares e o
conjunto C dos numeros naturais impares, digitando na caixa de
entrada os seguintes comandos:

A = Sequénciali, i, 1,n]
B = Sequénciali, i, 2,n, 2]

C = Sequénciali, i, 1,n, 2]

i) Movimentem o controle deslizante e observem os conjuntos A, Be C

na janela de Algebra do software Geogebra.

iv) Representem graficamente as sequéncias x, = ﬁ Xopn € Xop—1,

posicionando o controle deslizante em n = 1 e digitando na caixa de
entrada os seguintes comandos:
x_n = Sequéncia[(A, -5/ (A + 1)),4,1,n]
x_{2n} = Sequéncia[(B,—5/ (B + 1)),B,2,n,2]

x_{2n — 1} = Sequéncia[(C,-5/ (C + 1)),B,1,n,2]

V) Alterem as cores e 0s estilos dos graficos das sequéncias (consultar

o manual): a sequéncia (x,) é verde com estilo pontos cheios, a
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sequéncia (x,,) é vermelha com estilo de pontos vazados e a

sequéncia (x,,—1) € azul, também com pontos vazados.

Observe o gréafico das sequéncias, jA com as alteragbes de cor e
estilo:

77 Subsequéncia de uma sequéncia.ggb

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

Al BIOIONA N =2 )

» Janela de Algebra X v Janela de Visualizago
Lista
A={1,2,3,4,56,7,8,9,10,11
B={2,4,6,8,10,12, 14} 0
c={1,3,56,7,9,11,13} -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 8 10 11
@ X, ={(2,-1.67),(4,-1),(6,-0.71), ® ® . ®
~@ x ={(1,-25),(2,-1.67),(3,-1.26) -1 ® ® L]
- X,  ={(1,-2.6),(3,-1.25), (5, -0.8 ®
Nimero -2
® n=14
Reta ®
fy=-0.33 -3
-4

Grafico 1 — Sequéncia e Subsequéncias

Movimentem o controle deslizante e observe o comportamento das
sequéncias. A seguir, escondam a sequéncia (x,), € observem as

sequéncias (x,,) € (Xzn_1)-

7 Subsequéncia de uma sequéncia.ggh

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

[&] & AL Blo)o) <N =] +)

» Janela de Algebra X » Janela de Visualizagdo
Lista
A={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,
B={2 4,86,8,10, 12, 14} N
C€={1,3,5,7,9,11,13 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
e X, L {(2,-1.67), (4, -1),)15, 0.71), o 0 o (o] o] (o} o 8
x,={(1,-2.5), (2, 1.67), (3,-1.25) -1 (o]
® x, . ={(1,-2.5),(3, 1.25),(5,-0.8 o o
Nimero -2
® n=14
Reta 0
-0 fy=-0.33 -3

Gréfico 2 - Subsequéncias

Faca os seguintes questionamentos:

a) Determine o conjunto dos valores das sequéncias (x,), (x2,)

e (X2n-1)-
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Comentario: Apés a manipulacao da representacao grafica das
sequencias (x,), (x2n,) € (x2n,-1), O aluno devera perceber a
relacdo entre os termos, descrevendo os conjuntos de forma

semelhante a apresentada abaixo:

Valores de x, I S -1 R I N
2 3 4 6 7 8
5 5 5
Valores de x;, —= -1 —= _=
3 7 9
5 5 5 5
Valoresde x5, 1 | — = —= —Z i
2n-1 2 4 6 3
Termos x,, X1 | Xy | X3 | Xq4 | X5 | X¢ | X7 | Xg

Descreva a relagdo existente entre as sequéncias (x;), (xX2,)
e (Xzn-1)-

Comentario: O aluno deverad perceber que o conjunto dos
valores da sequéncia (x,,) € formado pelos valores dos temos
de indice par e que o conjunto dos valores da sequéncia (x,-1)
é formado pelos valores dos termos de indice impar pertencentes

a sequéncia (x,).

Defina subsequéncia de uma sequéncia de numeros reais.

Definicdo: uma subsequéncia de uma sequéncia de numeros

reais € uma fungcdo x:N' - R , onde o dominio N’ & um
subconjunto do conjunto dos numeros naturais € 0 conjunto

imagem x(n) pertence ao conjunto dos numeros reais.

Comentério: Com o auxilio de livros ou pesquisas, 0 aluno deve
entender que uma subsequéncia de uma sequéncia €, por
definicdo, uma funcdo x:N'—- R , onde o dominio N’ é um

subconjunto do conjunto dos nimeros naturais.
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d) As sequéncias (x3,) € (x3,_1) Sdo subsequéncias da

sequéncia (x,)? Justifique sua resposta.

Comentario: Utilizando-se da definicdo, o aluno deve afirmar
que as sequéncias (x,,) € (xy,_1) Sao subsequéncias da
sequéncia (x,), pois representam funcbes cujo dominio sao
subconjuntos do conjunto de numeros naturais. No caso da
subsequéncia (x,,), 0 dominio é o conjunto formado pelos
ndameros pares e, no caso da subsequéncia (x,,-;), 0 dominio é

conjunto dos numeros impares, que sdo subconjuntos de N.

Conexao entre as etapas: A etapa inicial tem como objetivo introduzir
superficialmente a nocdo de subsequéncia de uma sequéncia de nimeros
reais. ApOs essa nogao intuitiva, introduzir-se-a a ideia de que o limite de
uma sequéncia é igual ao limite da sequéncia (caso exista), fornecendo

ferramentas para a prova de alguns teoremas.

22 etapa: Nesta etapa, o aluno aprofundara o conceito de subsequéncia e
relembrara a definicdo de limite de uma sequéncia de numeros reais,

fixando contetdos e exercitando a realizacdo de demonstracées.

viii)  Os alunos deverdao movimentar o controle deslizante para a posi¢cao

n = 1 e digitar na entrada do programa os seguintes comandos:
r = Reta[(n,—5/(n + 1)),EixoX]
iX) Oriente-os a alterar o estilo (para tracejado) e a cor da reta r (para
verde escuro); sugira que movimentem o controle deslizante e
observem o grafico das subsequéncias e da reta r, descrevendo

Seus comportamentos.

X) Faca o seguinte questionamento:
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e) Prove que o limite da sequéncia (x,,) € igual a zero.

Comentério: Neste momento, o aluno ja deve ter ferramentas
necessarias para realizar esta prova facilmente, identificando que
dado um & qualquer, deve encontrar um numero natural n,

dependente de &, tal que n > n, implique que |x,, —a| < E.

Observando que para lim x,, = 0 devemos ter:

5
I%n ~al ‘ n+1 n+1 = In+1 n+1
Como n > 1,podemos afirmar que | = ﬁ < g

1 5-&
Seguequem< E $n+1>g $n>g—1—7.

e .. -£
Logo, para iniciar a prova do limite basta tomar um n, > T'

Prova:

3
gm

Dado € > 0 arbitrario, tomemos um nimero natural n, >

m |

5-¢ 5-€¢ 5 5
Dai,n > ny = - on> T_E_l >n> 5—1

€
Seguequen+1>—:>i<— = <&
n+1 5 n+1

5 5
Como n > 0, temos de — > 0, logo |— = |-1]. |
n+1 n+1 n+1 n+1

=
. -5
Assim, |—— 0| < &
n+1
Concluimos que |x,, — 0| < €.
Logo, VE > 0, 3n, € N;n > n,tal que |x,, — 0] < E.

Portanto, lim x,, = 0.

f) (Teorema) Prove que se lim x,, = a entdo toda subsequéncia

de x,, converge para o limite a.
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Comentario: Para realizar a prova deste teorema, o aluno deve
perceber que precisa representar o conjunto dos valores de uma
subsequéncia de (x,) como (X, Xn, Xny, -, Xn,, ), Onde os

indices n; representam os indices dos termos da subsequéncia.

Como o conjunto dos valores da subsequéncia esta contido no
conjunto dos valores da sequéncia (x,), conclui-se que o0s
indices n;, representam alguns termos da sequéncia. A hipotese
inicial do teorema afirma que a sequéncia possui um limite, ou
seja, que seus termos de indice n > n, pertencem ao intervalo
(a—&a+ &).

Sendo assim, os termos de indice n;, também pertencem a esse
intervalo. Logo, em posse destas informagdes e da definicdo de
limite, para iniciar a prova, o aluno devera tomar um ndamero
natural n,, tal que para todos os termos de indice n; > n,, 0S

X énci i a—E&a
termos x,, da subsequéncia pertencam ao intervalo Ea+

).

Y
—
o
<
Q

Seja (an,xnz,xng, coer Xny ) uma subsequéncia de uma sequéncia
(xn). Por hipotese, x,, — a, ou seja, dado qualquer € > 0, existe
um namero natural n, tal que todos os termos de indice n > n,
pertencem ao intervalo I = (a—&,a + &).

Como (Xp,,Xn,, Xn,, -+» X, ) € UMa subsequéncia da sequéncia
(xn), todos os termos x, da subsequéncia pertencem ao

conjunto dos valores da sequéncia.

Donde segue que, todos termos x,, da subsequéncia, cujo indice

n, > ng, também pertencem ao intervalo I.
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Dai, segue que, dado qualquer € > 0, existe um namero natural

ny, tal que para todos os indices n, >n,, todos os termos x,,
pertencem ao intervalo I.

Logo, concluimos que lim x,, = a, ou seja, x,, — a. Portanto, se
lim x,, = a entdo toda subsequéncia de (x,) converge para o limite

a.

Conexao entre as etapas: A proposta desta etapa foi favorecer a
compreensao da definicdo de subsequéncia de uma sequéncia de numeros
reais através da visualizacdo e manipulacdo do software Geogebra e da
busca do conceito em livros ou na internet, utilizando o conhecimento
adquirido para a demonstracao de teoremas e resultados importantes. Na
proxima etapa seguir-se-a um aprofundamento do conteudo por meio de
atividades que exigirdo manipulacdes algébricas para a prova de

afirmacgdes e teoremas relacionados ao assunto.

Etapa Final: Nas etapas anteriores os alunos construiram a ideia intuitiva
de subsequéncia de uma sequéncia e realizaram a formalizacdo destes
conceitos com a descricdo e manipulacdo da definicdo para a prova de
teoremas. Agora, a proposta € exercitar o contetdo estudado através de
atividades que exigirdo o conhecimento da definicdo e o desenvolvimento
de habilidades para a demonstracdo de propriedade e teoremas.
Finalizando a aula, o professor devera oferecer aos alunos as atividades

listadas abaixo, em folhas impressas (ou escrevendo-as no quadro branco).
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Xi) Proponha as seguintes atividades para os alunos:

ATIVIDADES PROPOSTAS — AULA 3

1) Dadas as sequéncias abaixo, utilize o software Geogebra para representar
graficamente a sequéncia e a subsequéncia pedida e enumere 0s seus 7 primeiros
termos:

4n
a) Xzp_o, =7,sendo X, = —
) 3n-2 ) n n+5

4+4/n+5
b) Ynss = ?,sendoy, =

2) (Teorema) Prove que se uma sequéncia monotona tem uma subsequéncia
convergente entdo, a sequéncia &, ela propria, convergente.

3) Com o auxilio do software Geogebra, determine um exemplo de sequéncia
que ilustre o teorema acima.

4) Se limx,, = aelimx,,_; = a, prove que limx, = a.

5) (Teorema do Sanduiche) Prove que se limx, =limy, =aesex, < z, <
yn para todo n suficientemente grande entdo lim z, = a.

6) Com o auxilio do software Geogebra, dé um exemplo de sequéncias que
ilustrem o Teorema do Sanduiche descrito.

Observacdo: Todas as construgdes propostas podem ser acessadas através do
CD em anexo.
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AULA 4 — LIMITES INFINITOS

e Objetivo Geral:

Compreender a definicdo de limites infinitos, associando-a ao conceito de

sequéncia divergente e utilizando-a para realiza demonstracbes de

resultados e teoremas.

e Contelido:

Construcéo intuitiva do conceito de limite infinito, associando este conceito

a ideia de sequéncia divergente e a formalizacdo deste conceito em

linguagem matematica.

e Objetivos especificos:

a)

b)

d)

f)

Construir com o auxilio do software Geogebra a representacdo de um
conjunto A de nimeros naturais.

Representar no software Geogebra o conjunto dos valores de uma
sequéncia divergente de numeros reais determinados através de seu
temos geral X.

Descrever, intuitivamente, a ideia de limite infinito apds analisar as
representacdes feitas no software Geogebra.

Definir formalmente limite infinito.

Definir formalmente sequéncia limitada.

Demonstrar, através de manipulacdes algébricas, os limites de

algumas sequencias divergentes.

Desenvolvimento

12 etapa: Iniciando esta etapa, o aluno vai relembrar algumas construcoes

no software Geogebra, fazendo a representacdo do conjunto dos valores

de uma sequéncia divergente. Partindo da definicdo de limite de uma
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sequéncia, o aluno devera compreender a definicdo de limites infinitos,
desenvolvendo conhecimento necessario para realizar demonstracfes de

teoremas e resultados.

)] Os alunos deverdo abrir o software Geogebra, construir dois
controles deslizantes: n e a. Para o controle a, determine o intervalo
min = 0,1 e max = 20 (por exemplo) e representar graficamente a

sequéncia z, = in, digitando na caixa de entrada os seguintes

comandos:
A = Sequénciali,i,1,n]
z_n = Sequéncia[(4,A"(1/3)),4,1,n]
r = Reta[(1, a), EixoX]
1)) Oriente os alunos a alterem as caracteristicas da reta r (para

vermelha e pontilhada), movimentem o controle deslizante,

observem grafico gerado e descreverem o que ocorre.

a=45

Zy=n e

®

i) Faca o0s seguintes questionamentos:

a) A sequénciadada € limitada inferiormente? Prove.

Comentario: Com esse guestionamento pretende-se relembrar a

definicdo de sequéncia limitada inferiormente.
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Relembrando:

Uma sequéncia é dita limitada inferiormente quando existe a € R

tal que a < z, (ou seja, z, € [a,+)) para todo n € N.

Prova:

Sabemos quen > 1, paratodon € N.

Dai, ¥n > V1.

Donde segue que 1 < n, ou seja, 1 < z,, para todon € N.
Logo, Ja € R tal que z, =>a, ou seja, z, € [a, +x), para todo
n € N.

Portanto, a sequéncia é limitada inferiormente.

Observando o grafico é possivel afirmar que a sequéncia

dada é limitada superiormente? Prove.

Comentario: Aqui o aluno deverd perceber que a sequéncia
dada ndo é limitada superiormente. Devemos chamar sua
atencdo para a prova desta afirmacao. A prova seré realizada por
absurdo, que consiste em supor por absurdo que uma proposi¢cao
falsa é verdadeira e através de manipulacdes algébricas chegar

em uma contradicéo.

Relembrando:

Uma sequéncia € dita limitada superiormente quando existe

b € Rtal que z, < b (ou seja, z, € (—o0o, b]) para todo n € N.

Prova:
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Suponhamos por absurdo que a sequéncia z,€ limitada
superiormente. Isso significa que existe b € R tal que z,, < b para

todon € N.
Dai,z, <b = Yn<b = n < b3 paratodon € N.

Ou seja, 0 conjunto dos numeros naturais € limitado

superiormente. (Contradicao!)

Portanto, a sequéncia (z,) nao é limitada superiormente.

Agora, solicite que os alunos calculem o limite da sequéncia dada

digitando o seguinte comando:

LIMITE = Limite[x"(1 / 3),infinity]

Faca os seguintes questionamentos:

c)

d)

Movimente o controle deslizante a = 2 e descreva o0 que
ocorre com os pontos do grafico abaixo da reta A e acima da
reta A.

Comentario: Para A = 2, por exemplo, os pontos do grafico da
sequéncia com indice a partir de n = 4, possuem valores maiores

que A.

Movimente o controle deslizante a = 4 descreva 0 que ocorre

com os pontos do grafico abaixo da reta A e acima da reta A.

Comentario: Para A = 4, os pontos do grafico da sequéncia com

indice a partir de n = 16, possuem valores maiores que A.

Apés as observacGes do grafico, o que pode ser afirmado
sobre o comportamento da sequéncia dada. llustre sua

afirmagcdo com um exemplo.
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Comentario: Observe que todos os valores da sequéncia
(representados pelos pontos verdes no grafico), a partir de um
determinado indice n (dependente de A) possuem valores
maiores que A. Portanto, a sequéncia Z,, — +o.

f) Uma sequéncia é dita divergente quando z, —» 4+oc ou
z, > —o. Dito isto e apdOs calcular o limite da sequéncia
z, = ¥n, podemos afirmar que (z,) é divergente? Justifique

suaresposta.

Comentério: ApoOs ter calculado o limite da sequéncia no
software, o aluno facilmente identificara que a sequéncia dada é
divergente e justificara sua resposta afirmando que o limite da
sequéncia é infinito ou que a sequéncia “converge para mais

infinito”

g) Defina limite infinito.

Definicao: Seja (x,), uma sequéncia de nimeros reais, dizemos que:

o X, — +oo quando, para qualquer numero real A > 0 dado
arbitrariamente, pudermos encontrar n, € N, tal que n > ny = x, >
A.

o X, — —oo quando, para qualquer numero real A > 0 dado
arbitrariamente, pudermos encontrar n, € N, tal que n> ny = x, <
—A. (LIMA, 2013, p. 129)

Comentario: Nesta fase, o aluno é livre para pesquisar a

definicdo de limite infinito.

h) Prove a afirmacgéo que z, - +oo.

Comentario: Para realizar esta prova, o aluno devera proceder
de maneira andloga as demonstracbes de limite de uma
sequéncia; porém, observando que, como a sequéncia ndo é
limitada superiormente, para valores suficientemente grandes de

n, os termos da sequéncia serdo maiores que qualquer valor real
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positivo A, escolhido aleatoriamente. Por definicdo, dado um
namero real positivo qualquer A, devemos exibir um namero
natural nytal que todos os termos da sequéncia com indice n > n,,

serdo maiores que A.

O professor devera chamar a atencao do aluno para a obtencao
do numero natural ny, que necessariamente devera depende de
A, observando que: z, > A = in > A = n > A3, logo, basta tomar

Tl() 2 A3.
Prova:

Dado A € R,A > 0 arbitrario. Tomemos um numero natural
ng = A3 tal quen > n,. Dain>ny, > A3=>n>A4%= Yn>
VA3 =4 > z,> A,

Logo, VA € R,A > 0 dado arbitrariamente, existe um numero

natural ny, tal quen > ny = z, > A.

Portanto, z,, —» +oo.

Conexdo entre as etapas: Nesta primeira etapa, o aluno teve a
oportunidade de relembrar conteddos anteriormente estudados,
aprofundando e enriquecendo seu conhecimento. A proxima etapa propde
a demonstracdo de uma operacao aritmética com limites infinitos, através
de visualizacbes e manipulacdes de construgdes no software Geogebra. A
intencdo é utilizar a demonstracdo desta operacdo como exemplo,
auxiliando os alunos demonstracdo das outras propriedades aritméticas

com limites infinitos.

22 etapa: Nesta etapa, os alunos deverdo construir uma representacao

grafica da sequéncia de numeros reais que sera determinada pelo termo
5 A~ .
geral y,= —V/n— - Percebendo que a sequéncia dada pode ser

entendida como a soma de duas sequencias.



41

Apbs a construcdo do controle deslizante e da representacdo do conjunto A

de nimeros naturais, peca que os alunos:

Vi)

vii)

viii)

b)

. ~ . 5
Representem graficamente a sequéncia y, = —v/n — —eumaretar,

alterando as propriedades da sequéncia para cor vermelha e estilo
de pontos vazados e da reta para cor vermelha e estilo tracejado

(consultar manual). Digitando os seguintes comandos:
Yn = Sequéncia[(i,—sqrt(i) — 5/1i),i,1,n]

r = Reta[(n,—sqrt(n) — 5/ n),EixoX]

a = Limite[—sqrt(x) — 5/ x,infinity]

Movimentem o controle deslizante, observem o gréfico gerado e o

valor de a.
Faca os seguintes questionamentos:

Qual o valor encontrado para a? Podemos afirmar que a

sequéncia dada é divergente? Justifique sua resposta.

Comentério: Este questionamento deve fazer com que o aluno
recorde o definicAo de sequéncia divergente, sendo de facil
percepcao, que a sequéncia é divergente, visto que seu limite € igual

a menos infinito.

Relembre a definicdo de lim 1y, = —oo.
Definicéo:

Seja (x,), uma sequéncia de numeros reais, dizemos que y, — —oo
guando, para qualquer numero real A > 0 dado arbitrariamente, pudermos

encontrarny € N, talquen > ny, = x, < —A. (LIMA, 2013, p. 129)
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Comentério: Pesquisando ou deduzindo da definicdo de limite

infinito anteriormente estudada, o aluno deve definir o limite pedido.

Usando a definicdo de limite infinito e a operacdo aritmética

com limite infinito descrita abaixo, mostre que y,, - —oo.

Operacao aritmética com limite infinito:

Selimx, = —w e (z,) é limitada superiormente, entdo,lim (x, + z,) = —©

Comentério: Para demonstrar que y, - —o, vamos dividir a
sequéncia dada em duas sequencias e observar seus
comportamentos no software. Sugira que os alunos realizem as

etapas descritas abaixo:
(v

Vamos decompor a sequéncia y, = (—\/ﬁ)+ (— %) em duas

~

isualizacdo com o Geogebra:

——
Xn
Zn

sequéncias: (x,) = —Vn e (z,) — %

\_ )

[) Crie um controle deslizante e digite os seguintes comandos na
entrada do programa:

i) A = Sequénciali, i, 1, n]
i) x_n = Sequéncia[(i, -sqrt(i)), i, 1, n]
ii) z_n = Sequéncia[(i, -5 /1), i, 1, n]

iv) y_n = Sequéncia[(i, -sqrt(i) - 5/1), i, 1, n]

Altere a cor e o estilo dos pontos (sequéncia x, € verde, z, € azul e
Yn € vermelha com pontos vazados), deslize o controle e observe o
comportamento das sequéncias:
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~ Janela de Visualizagéo

]
2
n=10
, ®-
0 . N
1 o 1 3 4 [ 7 8 a 10 1
.
e
1 ° o ?
it .
* .
. ® .
®
s °
°
©o © ° o o o
o
' o
5 .
s o

II) Movimente o controle deslizante para n = 1 e digite os seguintes
comandos na entrada do programa:

i) f = Reta[(n, -5/ n), EixoX]
i) g = Reta[(n, -sqgrt(n) - 5/ n), EixoX]
i) h = Reta[(n, -sqrt(n)), EixoX]

Altere a cor e o estilo das linhas (h € verde, f € azul e g € vermelha,
todos no estilo tracejado), deslize o controle e observe o
comportamento das sequéncias e das retas:

€7 GeoGebra - X
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
. I -
] AL OO <l N =]+
» Janela de Algebra Xl |~ Janela de Visualizagdo =
- Lista [ RS g
0 A={1,2,3,4,5,6,7}
e x ={(1,-1),(2,1.41), (3,17 2 b
n=
@y, ={(1,-6).(2,-3.91), (3, -3.4 -
e z,={(1,5),(2 -25), (3, 167 1
~ Namero
am- 0
L® n=7 2 -1 0 1 2 3 i 5 6 7 B § 10 11 2 IE] 14 15
Reta = fm o s oo s o oo oo mm s m  Juiuiin. it el il it il il et et s
e fy=071 § - b4 Py L4
@ g:y=-3.36 ° °
@ hiy=-265 2 L ]
® q
A SR DS PR SR U S S (O L 0 GO O AU SO MRS ARV RN MU o
n 3
g
__________________ P Rl e QRSP ., RS YRR Iy SRy E i, F e R R p———
4 (o]
5 [ ]
6 ©
-7
Entrada

[Il) Digite os seguintes comandos na entrada do programa:

i) a = Limite[-sqrt(x) - 5/ x, infinity] (Calcula o limite de yp)
i) b = Limite[-sqrt(x), infinity] (Calcula o limite de xp)

iii) ¢ = Limite[-5 / X, infinity] (Calcula o limite de z;)
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Observe 0S valores N I:.I Mmero

encontrados: :
- 8 =-00 (Limitedey,)

o
[}

= (Limite dex,)
[] (Limite de z,)

Ly
]

Operacao aritmética com limite infinito:

Selimx, = —x e (z,) é limitada superiormente, entdo,lim (x,, + z,) = —oo

Demonstracao:

Dado A € R, A > 0 arbitrario.

Como (z,,) é limitada superiormente, existe ¢ € R tal que z,<c
paratodon € N.

Como limx, = —oo, existe n, € N talquen> ny, = x, < —A —c.
Segueque n > ny = x,+z, <(—4—-c)+c = y, < —A.

Logo, VA € R,A > 0 dado arbitrariamente, existe um inteiro
ny, talquen> nyg = y, = x, + 2z, < —A.

Portanto, y,, » —oo.

Observe que para esta prova, como z, < c, realizamos o seguinte
calculo:

Vm<—-A=2y<-A+(—c+c)=>y,= x,+ z, <(-A—-c¢) +c.
Desfazendo a soma das desigualdades, podemos concluir que:

X< (—A—-c)e z, <c.

Conexao entre as etapas: Nesta etapa, o aluno, além de ter desenvolvido
0 conhecimento das definicdes de limite infinito e de sequéncia divergente,
pode exercitar demonstracdes na prova de limites infinitos operacdes sobre

0 assunto. O proximo passo € exercitar as demonstracdes e fixar as
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definicbes aprendidas, sanando possiveis duvidas e enriguecendo o

aprendizado

Etapa Final: Finalizando a aula sobre limites infinitos e sequéncias
divergentes, o professor deve oferecer aos alunos as atividades listadas
abaixo, em folhas impressas (ou escrevendo-as no quadro branco). Caso
desejarem, as atividades podem ser realizadas como atividades
extraclasse.

IX) Proponha as seguintes atividades para os alunos:

ATIVIDADES PROPOSTAS —AULA 4

1) (Teorema) Se x,, > 0 para todo n. Prove limx, =0 & limxi = +o0.

n

2) Utilize o Geogebra com ferramenta auxiliar para determinar exemplos de
sequéncias tais que:

a) x, & +oe existe c > 0 tal que y, > c paratodon € N.

a.1) Calcule lim(x,.y,)

a.2) Prove que sempre que tais condi¢cGes sdo satisfeitas o limite
encontrado se repete.

b) (x,,) é limitada e lim y, = +oo.
. Xn
b.1) Calcule lim (;)

b.2) Prove que sempre que tais condi¢bes sdo satisfeitas o limite
encontrado se repete.

3) Prove que, sendo a # 0,se lim%” = lentdo limz, =a. D& um
exemplo e visualize-o no Geogebra.

Observacdo: Todas as construcfes propostas podem ser acessadas através
do CD em anexo.
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AVALIACAO DA APRENDIZAGEM

As atividades propostas durante as aulas devem fornecer ao aluno
ferramentas para a construcdo de conhecimentos matematicos formais, como
teoremas, corolarios e desenvolver novas competéncias que o0s auxiliem no
raciocinio, escrita e elaboracdo das provas e demonstracdes, a partir da
intuicao.

Os questionamentos feitos ao longo das quatro aulas e as atividades
finais presentes em cada uma delas, aliados a visualizacdo no softwares e as
manipulagbes do mesmo deve proporcionar ao aluno o desenvolvimento de
novas habilidades que favorecam a representacdo mateméatica do pensamento
intuitivo e as manipulacdes algébricas necessarias as demonstracdes de
conceito sobre sequéncia de numeros reais, limite de uma sequéncia de
nameros reais, limites infinitos e subsequéncia de uma sequéncia de nameros
reais.

Nas aulas, o professor deve orientar o aluno de forma a estimular sua
autonomia e seu espirito investigativo, motivando-os a manipular as
ferramentas do software, orientando-os nas constru¢des necessarias, quando
necessario, apresentando as figuras geradas no software e as provas
propostas dos exercicios (as figuras e demonstragdes encontrar-se-do ao final
desde trabalho), permitindo-lhe pesquisar conceitos e exercitar as provas,
avaliando seu aprendizado.

Espera-se que, com este trabalho, o professor e seus alunos (futuros
docentes) estejam equipados de uma ferramenta que lhes auxiliem no
desenvolvimento de seu conhecimento matematico formal através de
conhecimentos previamente adquiridos, pensamentos intuitivos, formalizac&o
de conceitos e de um (re)pensar matematico, possibilitando a construcédo de
novas praticas educativas no Ensino Superior e, consequentemente, uma

melhoria na qualidade do ensino na Educacéo Basica.
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IMAGENS DAS SEQUENCIAS GERADAS NO GEOGEBRA

1) Imagem da Aula 1:

o @

Sequéncia x,

2) Imagem da Aula 2:

7 Limite de uma sequéncia.ggb

» Janela de Algebra
Cénica
=0 er(x-8P+

X
~
e (y +5):
Lista
A={1,2,3,4,586,
lista1 ={(1,-4), (2, -
e x ={(1,-4),(2,-43
Nimero
® n=8
Ponto
A, =(8,-4.58)
B=(7.99,-542)
B, =(8,-4.58)
C=(9.49, 4.58)
D =(2.49, -5)
E=(9.5,-542)
F=(8,-4.58)
G=(1,-5)
H=(8.01,-5.42)

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

D ENNoERANER

» Janela de Visualizagdo

“0.7,-1.8

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

- [m} X

Entrar...

(10.04,-7.96)

__ —5n-3
n+1

Sequéncia z,
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3) Imagens da Aula 3:

7 GeoGebra - X
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

| Gl ) 2l NN

» Janela de Visualizagdo ]

X

» Janela de Algebra

Lista
0 A={1,2,3,4,56,7,8,9,10}
B={2,4,6,8,10}
0 €={1,3,57,9} 0
i@ X, ={(2,-25),(4,-1.25), (6,-0.8 E ! 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
; x, ={(1,-6),(2,-2.5), (3, -1.67), (4 ® Py ™ ®
o X, ={(1,-5), (3, -1.67), (5, 1), (7 ® ®
Nimero ®
-® n=10
Reta L4
f:y=-05 -2

< >

Enfrada ¥

A . -5 A~ .
Sequéncia z, = — e suas subsequéncias (z,) € (zzn-1)-

7 GeoGebra - X
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
L e =
W2 P = ) ool o P AN B
» Janela de Algebra > | » Janela de Visualizacdo ]
Lista
0 A={1,2,3,4,56,7,8,9,10,11,
B={24,6,8,10,12} 0
- €={1,3,5,7,9,11,13} -2 -1 0 1 2 3 4 5 [ 7 8 9 10 11 12 14
@ X, ={(2,-25), (4, -1.25), (6, 0.8} o fo) [o N ©) v © é
x, ={(1,-5),(2,-2.5),(3, -1.67), (4 -1 Fo) Q o
e %, ={(1,-5), (3, -1.67), (5, 1), (7 o
Namera -2
® n=13
- Reta o
@ fy=-038 -3
<
-4
5 ©
-6
-7
-8
n=13
=
: ®
< >
Entrada: ¥

Subsequéncias (z,,) € (Zap-1)-



4) Imagem da Aula 4:

e 0o © 0 00
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e E O 00—~~~

=

=25

Sequéncia z,

20 2 24 2

¥ Janela de Visualizagéo
| R |
2 4
1 -
| 0
-2 -1 0
-1 4
-2 4
s] -3
-4 -
A
-F 4

Sequéncia z,



RESOLUCAO DOS EXERCICIOS PROPOSTOS

l) EXERCICIOS PROPOSTOS NA AULA 1

Questao 1:

Representacédo no Geogebra:

Imagem gerada:

A = Sequénciali, i, 1, n],
a_n = Sequéncia[(A, 1 + (-1)*A [ A), A, 1, n]
r = Reta[(n, 1 + (-1)*n / n), EixoX].

50

» Janela de Algebra
Lista

Nimero
~® n=9
Reta
L@ ry=089

Entrada:

€' Sequénci - Exercicio 1.9gb

X

0 A={1,2,3,4,5,6,7,
e a ={1,0),(215)(3

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

[&] & 1 Pl

* Janela de Visualizagédo

Entrar...

Os 10 primeiros termos da sequéncia:

Valores 0 3 2 5 4 7 6 9 8 11
de a, 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Termos | x; Xy X3 Xy X5 Xe X7 Xg Xg X10
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Questao 2:
No Geogebra: A = Sequénciali, i, 1, n],
X_n = Sequéncia[(A, A + 3) / (5A + 1)), A, 1, n]
r = Reta[(n, (2n + 3) / (bn + 1)), EixoX]
Poligonol[(-300,0), (-300,1), (300,1),(300,0) ]

Imagem gerada:

€77 GeoGebra — [m] pe

IArquwo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

e L -

» Janela de Algebra Xl | » Janela de Visualizagdo

Lista
- A={1,2,3,4,5,6,7,8,9, 3
@ x ={(1,083),(2064),(3
- Numero
! a=04
® b=-317
@ n=17
- Reta
@ ry=043

< >

Entrada:

Resposta 1: A sequéncia dada é limitada superiormente por 1 e inferiormente

por O e, portanto, € uma sequéncia limitada.
Prova:

Paratodon € N, temos que 2(n +1) < 5n.

Dai,2n+2=2n+3-1<5n=2n+3<5n+1= iZi

<1.
Comon>0,temosque:2n+3>0e5n+1>0.

2n+3 .
Segue que 0 < PRI 1,ousea, 0< a, <1.

Logo, existem numeros reaisae b taisque a < a, < b.

Portanto, a sequéncia (a,) € limitada.
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Resposta 2: A sequéncia dada € monétona decrescente, pois os valores dos

seus termos diminuem a medida que se aumenta os valores de n.
Prova:

Temos que 27n + 18 > 27n + 5, paratodon € N.
Como 10n? > 0, podemos afirmar que 10n?+ 27n + 18 > 10n®+ 27n + 5.

Fatorando as expressoes, temos que: (2n + 3)(5n + 6) > (2n + 5)(5n + 1).

2n+3 _ 2n+5 _ (2n+2)+3 _ 2(n+1)+3
5n+1~ 5n+6  (5n+5)+1  5(n+1)+1

Donde segue que:

Logo, paratodon € N, x,, > x,41-

Portanto, a sequéncia € monotona decrescente.

Questéo 3:

Representacdo no Geogebra: A = Sequénciali, i, 1, n],
b_n = Sequéncia[(A, AN1/5)), A, 1, n]
r = Reta[(n, n(1/5), EixoX]

Imagem gerada:
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Resposta 1: A sequéncia dada é limitada inferiormente por 1, mas ndo €&

limitada superiormente e, portanto, nao € uma sequéncia limitada.

Prova:

Suponhamos por absurdo que (b,) € limitada superiormente, assim sendo,
existe um numero real b tal que, para todo n € N, temos que a,, < b. Donde
segue que a, = ¥n <b = n < b°. Ou seja, paratodon € N, n < b5. Logo,
N € limitado superiormente. (Contradi¢éo!)

Portanto, (b,) ndo é limitada superiormente e, consequentemente, nao €

limitada.

Resposta 2: A sequéncia dada é mondétona crescente, pois os valores dos

seus termos aumentam a medida que se aumenta os valores de n.

Prova:

Temosquel< n < n+1, paratodon € N.

Comon<n+1=>¥Yn< ¥n+1 = b, <bpyy.
Logo, paratodon € N, b, < by41.

Portanto, a sequéncia € monotona crescente.

Questéo 4:

No Geogebra: A = Sequénciali, i, 1, n]
X_n = Sequéncia[(A, (7TA"2 - 15)/(A"2 + 20)), A, 1, n]
s = Reta[(0, 7), EixoX]
r = Reta[(n, (7n"2 - 15)/(n"2 + 20), EixoX]
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Para gerar a area tracejada digite na caixa de entrada e altere as
caracteristicas do objeto: IntegralEntre[-0.38095, -(x(r) / y(r)) x - z(r) / y(r), -10,
300]

Imagem gerada:
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Resposta 1: A sequéncia dada é limitada inferiormente por -8/21 e é limitada

superiormente por 7, logo € uma sequéncia limitada.
Prova:

Para todo n € N, temos que n = 1 representa o menor indice dos termos da

7(1)%-15 _ -8

sequéncia. Donde segue que x; = (D7az0 = 20 € 0 menor valor da sequéncia.

-8
— <
Logo, 7 S Xn

Temos que Vvn € N, 7n®<7n® + 155 = 7n* — 15 < 7n® + 140 = 7n* — 15 < 7(n?

+ 20). Segue que <7.0useja, x, <7.

7n?% - 15
nZz+20

Dai, -8 <x,<7.
21
Logo, 3a,b € Rtaisque a < x, < b.

Portanto, a sequéncia (x,) € limitada.
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Resposta 2: A sequéncia dada é monotona crescente, pois os valores dos
seus termos aumentam a medida que se aumenta os valores de n.

Prova:

Paratodon € N, temos que —155 < 310n.

Dai, —155 < 310n = 160 — 315 < 280n + 30n = —30n —-315 < 280n —160.

Como n > 1 podemos afirmar que: 7n* + 14n3 + 147n? > 0.

Assim, 7n* + 14n3 + 147n% — 30n — 315 < 7n* + 14n3 + 147n% 4+ 280n — 160.
Fatorando as expressdes: (7n? — 15)(n? +2n + 21) < (n? + 20)(7n? + 14n —
8).

. 7n%?-15 _ 7n?+14n-8  7n%+14n+(-15+7) 7(n?+2n+1)-15 7(n+1)%-15
Segue que: < = = = .
n2+20 n2+2n+21 (n%2+2n+1) + 20 (n?24+2n+1) + 20 (n+1)2+20

Logo, paratodon € N, x,, < xp41-

Portanto, a sequéncia € monaotona crescente.

Questéao 5:
No Geogebra: A = Sequénciali, i, 1, n]
y_n = Sequéncia[(A, Se[Resto[A, 2] £ 1,11 -A, A-1]), A 1,n]
r = Reta[(n, Se[Resto[n, 2] £ 1, 11 - n, n - 1]), EixoX]

Imagens geradas:
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Resposta 1: A sequéncia dada nédo € limitada, porque para quaisquer valores

reais existem termos da sequéncia maiores ou menores que eles.

Resposta 2: A sequéncia dada ndo € monoétona, porque nao é crescente, nem

decrescente, nem nao-crescente e nem ndo-decrescente.
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Il) EXERCICIOS PROPOSTOS NA AULA 2

Questao 1:
a) Representacédo no Geogebra: A = Sequénciali, i, 1, n]
Xx_n = Sequéncia[(A, 4A / (A + 5)), A, 1, n]
LIMITE = Limite[4x / (x + 5), infinity]

Imagem gerada:
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Utilizando o software Geogebra verificamos que o limite da sequéncia é igual a
4.

Demonstracao:
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20|-5¢€
Dado € > 0 qualquer, tomemos n, = %
. —20|-5& —20|-5€& -20
EX|stenOEN,n>n02%=>n>| sl =|s|_5'

, —-20 1 €
Da|,n+5>u:>—<—.
€ n+5 |-20

C0m0n>0temosquen+5>0e—>0logo—— |

n+5sl’
4n—-4n) -20 4 4(n+5
1-20] || < == |20 = | 22] = A=) o |fnteS) o |2 _p0| < £
n+5 |-20] n+5 n+5 n+ n+5
Logo, |x, — 20| < €.
Portanto, lim x,, = 4.
b) Representacdo no GeoGebra: A = Sequénciali, i, 1, n]
y_n = Sequéncia[(A, -2 - 7Al [ (A + 1)), A, 1,
n] LIMITE = Limite[-2 — 7x! / (x + 1)), infinity]
Imagem gerada:
€7 Aula 2 - Exercicio 1.ggb - O X
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Utilizando o software Geogebra verificamos que o limite da sequéncia é igual a
-2.

Demonstracao:
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Dado € > 0 qualquer, tomemos n, = % - 1.

. 7 7
Existeng € N, n > n, 25—1 :>n>€—1.

Da|n+1>—:>i<E 2 <¢,

n+1 7 n+1
C0m0n+1>0temosque—>Oelogo— |n+1
o = |2 = 24 2) + | = |2+ s — (-2 < €.
n+1 (n+1)n! (n+1)' - (n+1)! )

Logo, |y, — (=2)| < E.

Portanto, lim y,, = -2.

Questao 2:

Demonstracado:

Seja (z,,) uma sequéncia convergente. Dai, lim z,, = a.

Isso significa que para qualquer € > 0, existe um numero natural n, tal que n >
ny implica que z, € (a— €,a+ &).

Tomemos a = min{z,, z,,z3,...,a — € ,a + €}e b = méx{z,, z,,2z3,...,a — € a + E}.
Logo, existem ndmeros reais a e b tais que z, € [a, b].

Conclui-se que a sequéncia (z, ) € limitada.

Portanto, como (z,) € uma sequéncia convergente qualquer, podemos afirmar

gue toda sequéncia convergente € limitada.

Questao 3:
a) Demonstracao:

Sejama e Relimx, =b.

Como lim x,, = b, para qualquer € > 0, existe um namero natural n, tal que n >
n, implica que x,, € (b — S,b + Z) Ou seja, b — S <x, <b+ S Multiplicando
os membros das desigualdades por a temos: ab — € < ax, <ab+ E. Logo,

ab— € <ax, € (ab— € ab+¥€).

Portanto, se a € Re lim x,, = b entdo lim ax,, = ab.

b) Exemplo:
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. _ _ 7n?-15
Sejaa=5ex, = —

. Como lim x,, = 7, pelo item a, temos lim 5x, = 5.7 =

35.

Imagem gerada:
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Comando para a caixa de entrada:

A = Sequénciali, i, 1, n]

x_n = Sequéncia[(A, (7Az - 15) / (A2 + 20)), A, 1, n]
r = Reta[(n, (7n? - 15) / (n?2 + 20)), EixoX]

Lim_1 = Reta[(0, 7), EixoX]

ax_n = Sequéncia[(A, 5(7A2 - 15) / (A2 + 20)), A, 1, n]
s = Reta[(n, 5(7n2 - 15) / (n2 + 20)), EixoX]
Lim_2 = Reta[(0, 35), EixoX]

Questao 4.
a) Demonstracao:

Sejam (y, ) uma sequéncia limitada e seja lim x,, = 0.
Dado € > 0 qualquer.
Como (y,,) é limitada, existe um numero real c tal que y, < ¢, para todo n

natural.
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Sendo lim x, = 0, existe um namero natural n,, tal que n > nyimplica que
3 €
Xn < <. Logo, x, .y, < S.c= €.

Portanto, se (y,) é uma sequéncia limitada e seja lim x, = 0 entdo lim x, .y, =
0.

b) Exemplo:
Sejay, =-10— (-D", x, = % e o lim x, = 0, pelo item a, temos lim x,,.y, =

0.

7 Aula 2 - Exercicio 3.9gb - .

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

< N =
Al Bl ireel 2
» Janela de Algebra > | » Janela de Visualizacéo X
Lista
A={1,2,3,4,5,6,7,1

e X, ={(1,12), (2, ), (3, 0
ey, ={(1,-8),(2,-12),
ez, ={(1,-96),(2,-72),
Namero 5 -
@ a=2400 L n=60
® n=60 ®eee *-
L]
Reta L o) ©000000000000009000000000000000scsnnas PP PP PPy PP
@ Lim:y=0 Lim, o 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
. im_:y = - o ©_©_©
® Lim; y=-24 5 O 0O o oooooooo oo
® rry=02 o © o ©
@ siy=-2 -5 o | @
Texto o o ©
@ texto1="Sequéncia
® texto2 ="Sequéncia
® texto3 ="Sequéncia -10 o o Sequénciay
E

[ Sequéncia X

o ©
o © ole © ©
9 o
® © o 0 o 9 ® 809 ® © & © © © 6 © 0 © . © 06 0 © © ° 0 o o
o

Ff———-|-®-®-®-® @ O-9-0-@® @ & - 0-0-0 0 0 0-0-0 0 & 0-0-0 - © ¢ o 00— —

o
o

Sequéncia 0 Yn

Entrada:

Comando para a caixa de entrada:

A = Sequénciali, i, 1, n]

x_n = Sequéncia[(A, 12/ A), A, 1, n]

y_n = Sequéncia[(A, -10 - 2(-1)"A), A, 1, n]

Z n=x_n.y n=Sequéncia[(A, (12 (-10 - 2(-1)"A)) / A), A, 1, n]
r = Reta[(n, 12 / n), EixoX]

s = Reta[(n, -10 - 2(-1)"n), EixoX]

Lim_1 = Reta[(0, 0), EixoX]

Lim_2 = Reta[(n, 12(-10 - 2(-1)"*n) / n), EixoX]

Questao 5:

Visualizagéo: b—a b—a
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Demonstracao:

Sejalimx,=aelimx,=b.

Dado a # b, tomemos € = ?.

Logo,A=(a-& a+&eB=(b-€b+ €) sao intervalos disjuntos.
Como lim x,, = a, existe um n, € N tal que n > n, implica que x,, € A.
Donde segue que x, € B.

Portanto, se a # b entdo o limite de x,, ndo é b.

Questao 6:

Demonstracado:

Sejalim x, = a.

Dado € > 0 qualquer, existe n, € Ntal que n > n, implica que x, € (a— €,a +
).

Ou seja, a— €< x, <a+ € . Subtraindo a dos membros da desigualdade
temos: —€< x, —a < €.Logo, x,—a € (—E +&).

Portanto, se lim x,, = a entdo lim (x, —a) = 0.

Questao 7:

i) Demonstracao:

Sejamlim x,=aelimy,=b.

Dado € > 0 qualquer.

. . . . €
Como lim x,, = a, existe n, € N tal que n > n, implica que |x,, — a| < >

Como lim y,, = b, existe n, € Ntal que n > n, implica que |y,, — b| < g

Tomemos ny = max{n,,n,}.

Logo, existe n, € Ntal que n > n, implica que |x, —al| + |y, — b| < % +§ = E.
Segue que: |(xn + V) — (a + b)l = |(xn —a)+ (Yn - b)l = Ixn - al + |Yn - bl <
€

Portanto, lim (x, + y,) =a+b.
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i) Demonstracao:

Sejamlim x,=aelimy,=b.

Dado € > 0 qualquer.

Como lim x, = a, existe n, € Ntal que n > n; implica que |x,, — a| < %

Como lim y,, = b, existe n, € Ntal que n > n, implica que |—(y, + b)| < g
Tomemos ny = max{ny,n,}.

Logo, existe n, € Ntal que n > n; implica que |x, —al| + |-(y, + b)| < §+ g =
£, Segue: |Gt = ¥a) — @@= D)l = 1 — @) — 3 + b)| < 2, —al +
|—(y, + b)| < €. Portanto, lim (x, —y,) =a—>b.

iii) Demonstracéo:

Sejam lim x,=aelimy,=b.

Observe que:

lim(x, y, —ab) =lim(x, y, — bx, + bx, —ab) = lim(x, (y, — b) + b(x,, —a))
Pelo item i, segue que:

lim(x, (y, — b) + b(x, —a)) = lim x, (y, —b) +lim b(x,, —a)

Como lim x,=a e lim y,= b, pelo exercicio 6, temos que: lim (x, —a)=0e
lim (y, — b) = 0. Donde segue, pelo exercicio 3, que: lim b(x,, —a)= 0 e
lim x, (y, —b) =0

Logo, lim(x, y, —ab) =lim x, (y, —b) +lim b(x,, —a) = 0.

Sendo lim(x, y,, — ab) = 0, deduz-se, pelo exercicio 6, que lim(x, y,,) = ab.

iv) Demonstracao:

Sejamlim x,=aelimy,=Db.

Observe que:

- x_n_E>_- (M)_ L)
11m< )= lim by, = lim|( (bx, ayn).byn
Como lim x,=a e lim y,= b, pelo exercicio 3, temos que: lim bx, = ab e lim
ay, = ab, logo, lim (bx,, —ay,) =ab—-ab = 0.

. 1 - A T
Observe ainda que: (W) € uma sequéncia limitada.
n



Assim, pelo exercicio 4, temos: lim <(bxn _ay”)'i> =0 , donde, lim (x—”

Yn
5) = 0. Como lim (x—" — 9) = 0, deduz-se, pelo exercicio 6, que lim (x—”) =2
b Yn b Yn b
Questao 8:
-3n+12 _ 6n-10

1) Seja x,, = Y Yn = .

Olimx,= -3 ,0lmy,=6 eolim(x, +y,)=Ilimx, +limy,=-3+6=23.

Representacdo no Geogebra: A = Sequénciali, i, 1, n]
X_n = Sequéncia[(A, -5+ 12/ A), A, 1, n]
y_n = Sequéncia[(A, 6 - 10/ A), A, 1, n]
z n=Sequéncia[(A,3+2/A), A, 1 n]
Lim_1 = Reta[(n, -5 + 12 / n), EixoX]
Lim_2 = Reta[(n, 6 - 10/ n), EixoX]
Lim_3 = Reta[(n, 3 - 2/ n), EixoX]
a = Limite[(-3x + 12)/x, < ]
b = Limite[(6x - 10)/x, =« ]
c =a+bouc=_Limite[(3x + 2) / X, =]

Imagem gerada:
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Olimx,=1,0lmy,=-2 eolm(x, —y,)=limx, — limy,=1—-(-2) =
3.

Representacdo no Geogebra:

A = Sequénciali, i, 1, n]

X_n = Sequéncia[(A, (A + 2AN1/3))/ A), A, 1, n]

y_n = Sequéncia[(A, (-2A* +10)/A*), A, 1, n]

z_n = Sequéncia[(A, (A + 2AN1/3))/ A - (-2A* +10)/A*), A, 1,

Lim_1 = Reta[(n, (n + 2n”(1 / 3)) / n), EixoX]
Lim_2 = Reta[(n, (-2n* + 10) / n*), EixoX]
Lim_3 = Reta[(n, (n + 2nN(1 / 3)) / n) - (-2n* + 10) / n*, EixoX]

a = Limite[(x + 2xM(1/ 3)) / x, =]

b = Limite[(-2x* + 10) / x* , «]

c=a-b

Imagem gerada:
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® Lim:y=1.16 = - 6 2°-0000000000000000000000000000000060000000000-— 1
3 [ -
[ ] 2 L] Limite x_ =1
o Lim:y=316 LT e 290000000000 0000000e000000000000b000000000- -
3" N 0
Texto -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 a2 34 L\?r‘ilte 38 _ 240 42 44 48
="Limi = ] =
® textol ="Limite x_n=1 2 20000000000000000000000000000000000000000600
® texto2="Limite y_n=-
® texto3 = "Limite (x_n + 4
°
-6
-8
-10
n=45
= B 12 —‘—‘—‘—‘—@
Entrada: *

10:44

% POR
= R pesrz0ny B

, __ 7n%-15 _5n3-1
i) Seja x,, = a0 I T o

Olimx,=7,0lmy,=5 eolim(x,.y,)=Ilimx, . limy,=7.5=35.
Representacédo no Geogebra:

A = Sequénciali, i, 1, n]

X_n = Sequéncia[(A, (7Az - 15) / (A2 + 20)), A, 1, n]

y_n = Sequéncia[(A,5-1/A3), A, 1, n]

z_n=Sequéncia[(A, (5-1/A3) (7A%2-15)/ (A2 + 20)), A, 1, n]
Lim_1 = Reta[(n, (7n? - 15) / (n? + 20)), EixoX]

Lim_2 = Reta[(n, 5 - 1/ n3), EixoX]

Lim_3 = Reta[(n, (5-1/nd) (7n2 - 15) / (n2 + 20)), EixoX]

a = Limite[(7x2 - 15) / (x* + 20), ~]

b = Limite[5 - 1/ X3, «]

c=ab

Imagem gerada:



€7 Aula 2 - Exercicio 8iii.ggb

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

A PN

Xl | » Janela de Visualizagéo

Oll|%)
» Janela de Algebra
Lista

A={1,2,3,4,56,7,1 Limite 2, =Linx, Limy =57=35

””””””””””””””” o000 ee®

® x ={(1,-0.38), (2,05 ‘..........oooo
°®

ey =1{(1,4),(2,488),(
® z ={(1,-152),(2 26
Nimero

a=7

b=5§

T

5

o®
30

25
c=35

® n=53

Reta

® Lim:y=7

® Lim,:y=35

® Lim:y=5

® r:y=695

® 5:y=3473

® ty=5

~ Texto

@ texto1="Limite z_n:

LI

+-® texto2 = "Limite de x_ bbb

-® texto3 = "Limite de y.

Entrada:

: . __ 6(n—7senn) _ 3n3-1
iv) Seja x,, = Y T

. _ . _1 . x_n) _limx,
Olimx, = 6,0I|myn—4 e olim (yn = oy,

Representacédo no Geogebra:

A = Sequénciali, i, 1, n]

ST

X_n = Sequéncia[(A, 6(A - 7sen(A)) / A), A, 1, n]
y_n = Sequéncia[(A, (3A3-1)/(12A3-7)), A, 1, n]
z_n = Sequéncia[(A, (6(A - 7sen(A)) / A) / ((BA3 - 1)/ (12A3-T7))), A, 1, n]

Lim_1 = Reta[(n, 6(n - 7sen(n)) / n), EixoX]

Lim_2 = Reta[(n, (3n3- 1) / (12n3 - 7)), EixoX]

Lim_3 = Reta[(n, (6(n - 7sen(n)) / n) / ((3n3 -

a = Limite[6(x - 7sen(x)) / X, =]
b = Limite[(3x3 - 1) / (12x3 - 7), =]
c=a/b

Imagem gerada:

1) / (12n2 - 7)), EixoX]



7 Aula 2 - Exercicio 8iii.ggb - a X
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar... 1
. [N -
Y B (%) Dol [+ PN (2 2
» Janela de Algebra Xl | » Janela de Visualizagdo ]
Lista
A={1,2,3,4,5,6,7,1 45
e x ={(1,-29.34),(2,1
® vy, ={1,04)(2,026),
® z,={(1,-73.35), (2, -5 °
Namero 3 -
- n=
a=6 ° ®
b=025 ° ° °
c=24 30 o0
® n=s88 .' ° Limite z, =Linx /Limy, =6/025=24
® e % g0 ° o
Reta e o oo e o0 oo o,
im -y = 25 ® @ ® e o
@ Lim:y=6 I S S S S— | - ey % e __ % % e o
o Lim, y=24 tim, ° ° ° T e 84 ° 0’ 90 e 9
G » o o e % ° i ®
® Lim:y=025 ° .. °
® ry=598 ® @
® 5:y=025 5] @ hd hd
® t:y=2393 L ad
Texto L4
~® textol ="Limite z_n 10 ® it a =
- ® texto2 = "Limite de x @ oo 9 imite de X, =06
| Lim L @®,
—Limi LT S A | e % _ _o% %, oo, e L 099040805, 0000 .
® texto3 = "Limite dey, O . . e .—..—0— -.;. v %58 —'—..-.— 0560 ge0 “.”.a
E‘I”_a .: * Limite de Yn = 025
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 0 65 70 75 80 65 Ef
< >
Entrada:

lII) EXERCICIOS PROPOSTOS NA AULA 3

Questao 1:

a) Representacao no Geogebra:
A = Sequénciali, i, 1, n]
X_n = Sequéncia[(A, (4A) / (A +5)), A, 1, n]
x_{3n-2} = Sequéncia[(A, (4A)/(A +5)), A, 1,
Limx_n = Reta[(0, 4), EixoX]
Limx_{3n-2} = Reta[(n, (4n) / (n + 5)), EixoX]

Imagem gerada:

n, 3]

€ Aula2 Bxericio Taggh ~ o x
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
T Bl
k] A~ B @) LS =2 4
» Janelade Aigebra X/ | » Janela de Visualizagao 5
Lista o
A={1,2,3,4,5,6,7,:
® x ={(1,067),(2,1.14 .
® x,,,={(1,067),(4,1.
Numero
®n=13 Cimx,,
Rela
e Limx:y=4 === ======= e e S S BT R
Y Ui ] o ® o @ o -®
® Limx, ,:y=289 o ©®
2 . ©
® L]
1
4
.
o
n 3 7 T R 7 3 T 5 3 7 3 L L N N C
-
2
El
n=13
>~
Entrada:

Valores da sequéncia e de sua subsequéncia:

68
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. 283162M732w811%26%364D19w
" l3|7 9 11|3]13] 7 | 3 17| 9 | 19 21123/ 6| 5
. 2 16 7 8 26 64 16
sn-z21 3 3 3 21 5
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 (l) 11 12 13 14 ; 16 17 18 19

b) No Geogebra: A = Sequénciali, i, 1, n]
y_n = Sequéncia[(A, 4sqrt(A +5) / A), A, 1, n]
y_{n + 3} = Sequéncia[(A, 4sqrt(A + 5)/A), A, 4, n]
Limy_n = Reta[(0, 0), EixoX]
Limy_{n + 3} = Reta[(n, 4sqrt(n + 5) / n), EixoX]

Imagem gerada:

€7 Aula3 - Exercicio 12.9gb - u} x

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Enfrar...

[R]AL~ L B GOl =] )

» Janela de Algebra X/ | » Janela de Visualizacio
Lista

e A={1,2,3,4,56,7,

oy, ={(1,9.8),(2,529)

oy, =1{4,3),(5 2.53),
Nimero ry

: - a=0

L@ p=22

~ Reta L]

@ Limy :y=0 s

@ Limy_:y=094 [}

< >

Entrada:

150
t R srzory

Valores da sequéncia e de sua subsequéncia:

. W | 27 8v2 3 410 | 411 | 8V2 | V13 | 4V/14
3 5 6 7 2 5
4410 | 4V11| 8V2 | V13 | 4V/14
xn+3 3
5 6 7 2
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Questao 2:
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Vamos utilizar a sequéncia dada no item a do exercicio anterior, como
exemplo. Observe que a sequéncia é mondétona decrescente e que sua

subsequéncia € convergente.

¥ Aula 3 - Exercicio 1a.ggb - [m} x
Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
- [ - -
[&] A~ D QON A2 4
» Janela de Algebra X/ |» Janela de Visualizagéo <]
- Lista 6
i~ A={1,2,3,4,56,7,:
e x ={(1,067),(2,1.14 .
Lo x, ,={(1,0.67),(4,1.
Numero
-® n=13 Limx,,
Reta
H i sy = I e e I I T e e e e e e e e e ] ey
= L!mx". y=4 o S ® ® ® @ ®
i-@ Limx, ,:y=2.89 5 ® ® L]
° >
L
1 ® 4
®
0
] 3 2 1 0 1 2 3 4 5 3 7 [] ] 10 EE] 12 13 14 15 16

-1

-2

-3

-4

n=13

5 -
<
Entrada

13:29

% POR

oers2017 B

Demonstracao:

Seja (x,) uma sequéncia monotona crescente que possui uma subsequéncia
(xn,) convergindo para a.

Como (xnk) € uma subsequéncia de (x,) € x,, — a, temos que: dado € > 0
qgualquer, existe n, € Ntal que n, > n, implica que todos os termos de (x,,)
com indice n > n; pertencem ao intervalo (a — €,a + €).

Sendo (x,) uma sequéncia monétona crescente, para todo indice n natural,
neste caso, n > n temos que x, < Xp4q < Xp, .

Logo, existe n > n, >n, tal que todo x, < x,, € (a— Ea+¥).

Portanto, se (x,) uma sequéncia monétona que possui uma subsequéncia

convergente, a sequéncia €, ela propria, convergente.

Questao 3:
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Resposta: Podemos utilizar como exemplo a sequéncias dadas no exercicio 1

desta aula.

Questéo 4:

Demonstracado:

Sejam x,, — a € x,,—1 — a subsequéncias de (x,,).

Dado € > 0 qualquer, existem n, e n, € N, tais que: n > n; implica que
Xom €E(a— € a+E&)e n> n,implicaque x;,4 € (a— € a+E).

Tomemos ny, = max{n,, n, }.

Logo, existe um nuamero natural n, tal que n > n,, implica que todos os
termos de indice par e todos os termos de indice impar da sequéncia
pertencem ao intervalo (a— £a+E&). Como (xy,)e (xy,—1) S@o
subsequéncias de (x, ), concluimos que todos os termos de x, € (a— € a+
).

Portanto, se x,,, —» a e x,,_1; — a entdo x,, — a.

Questéao 5:

Demonstracao:

Sejamlimx, =limy,=a e x, < z, <y, .

Dado € >0 qualquer, existem n,,n, € N, tais que: n> n; implica que
X, E(a— Ea+€E)e n> n, implicaquey, € (a— & a+E&).

Tomemos ny, = max{n,, n, }.

Como por hipoétese, x,, < z, <y, , temos que existe um numero natural n, tal
que n> nyimplica que a— €< x, <z, <y, <a+ €. Donde, a— €<
Zp<a+é€.

Logo, existe n, € N tal que n > n,, implicaque z, € (a— € a+ £).

Portanto, Imx, = limy, =a e x, < z, <y, entdo z, - a.

Questao 6:
Demonstracao:

. _ 1 _ 1 _ 1
Sejam x,, = — 3 Y= € Zn=—.

Observe que para todo n € N, temos que n < n? <n3, donde segue que

1 1 1 . . .
-2 S22 Logo, x, < z, < y,. Observe ainda que, lim x,, = limy, = 0.

n nz —
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Visualizacéo:
€7 Aula 3 - Exercicie 1b.ggb - O X
Arquivo Editar Exibir Opctes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
[N -
B s o] )l FANIE S
» Janela de Algebra X/ | » Janela de Visualizagdo ]
Lista
A={1,2,3,4,5,67, 15
o X ={(1,-1),(2,-0.13),
@y, ={(1,1),(2,08), 3.
i@ z_={{1,0.06), (2 0.04 ! *
Nimero

a=0
@ n=22 LE °
- Reta ® .
i-@ Limx:y=0 Limx, * *

To Q Q. o & 8 P

05 0 05 1 15 F) 25 Ed 35 k4 45 A 55 5 55
<

-05

- @

15

-2

n=22

< > T
Entrada: v

IV) EXERCICIOS PRO

POSTOS NA AULA 4

Questao 1:

Visualizando:

_5

Tomemos x,, = et

Prova:

. .1 nvyn+2
Observe que lim x,, = 0. Dai, =

n

L ]
L
[ ]
L ]
L ]
L ]
L]
L
[ ]
®
[ ]
]
@ [ ]

e lim

1
==+,
Xn
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(=) Sejam x,, > 0, paratodo n e limx, = 0.
Assim, temos que dado € > 0, qualquer, existe um n, € N tal que n > n,
implica que |x,| < € Como para todo n, x,, > 0, temos |x,| = x, < €.

Dai, dado A > 0 qualquer, tome € = %.

Segue que x, < € = %, donde segue que: i > A.

Logo, se x,, > 0, para todo n e limx,, = 0 entao limi = 4o0.(l)

(<) Sejam x,, > 0, paratodone limi = 4o00.

Dado A > 0, qualquer, existe um n, € N tal que n > n, implica que i > A.
Assim, x,, < % . Como para todo n, x, > 0, temos |x,| = x, < %.

Dai, dado € > 0 qualquer, tome A = % Segue que |x,| = x, < % = £, donde

m

segue que: |x,| < €.

Logo, se x,, > 0,paratodone limxi = 400 entdo limx, = 0. (ll)

n

Portanto, de (I) e (ll), conclui-se que se para todo n, x, >0, limx, =0 &
lim— = +oo.

Xn
Questao 2:

a) Sejam as sequéncias: x, = Yn ey, = 2+ 1—2 . Observe que: limx, = +x e

ﬁ

qgue y, > 2, para todo n natural.

No Geogebra: A = Sequénciali, i, 1, n]
X_n = Sequéncia[(A, AN1/5)), A, 1, n]
y_n = Sequéncia[(A, 2 + 10/ sqrt(A)), A, 1, n]
z_n = Sequéncia[(A, AN1/5)(2 + 10/sqrt(A))), A, 1, n]
a = Limite[x(1 / 5), =]
b = Limite[2 + 1 / sqrt(x), =]
¢ = Limite[x*(1 /5) (2 + 10 / sqrt(x)), =]

Imagem gerada:
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2 Aula 4 - Bxercicio 22.ggb - x
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
el el e o||l[a=
A L B £ \ 222D
» Janela de Algebra X | = Janela de Visualizagio ]
Lista v
" A={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10
@ x ={(1,1),(2,1.15), (3, 1.25)| 5 25
: n=
ey ={(1,12),(2,9.07),(3,7.71 o—
Lo z,={(1,12),(2,10.42), (3,9. .
Nimero
a=2
12
b=c .
Lo nu2s 10 L4
n= ®
®e
LY ®e e
8 Lo 3
® ®o 000000000 e 4
* L]
& L )
L Y e
[ e
[ ]
4 e 0000000
2
eo0o0 s 0O OO OO OO
....oooo.ooo
0
0 2 4 3 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 3z 3 3
-2
-4
< >
Entrada:

2231

3 OR
@ PR ey BB

a.l) Sendo x, = Yn ey, = 2+ \1/—% . Temos que: limx, = 4o e que y, > 2,

para todo n natural. Dai, limx, .y, =limx,.lim y, = +0.2 = 4.

a.2) Demonstracao:

Sejam limx, =+c e suponhamos que exista ¢ > 0 tal que
Yo >c,paratodon € N.

Como limx, = +o0, dado A > 0 qualquer, existe um numero n, € N tal que
n > n, implica que x,, >
Sendo y, >c,paratodon € N segue que x, .y, > % .c = A.

Logo, limx,, .y, = +oo.
Portanto, se limx,, = +o e existe ¢ > 0 tal que y,, >c,para todon € N entdo

lim x,, .y, = +oo.

b) Sejam as sequéncias: x, = 171—2 e y, = A+ 2 . Observe que: (x,) € limitada e

que limy, = +oo.

Representagcédo no Geogebra: A = Sequénciali, i, 1, n]
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X_n = Sequéncia[(A, 12/A)), A, 1, n]
y_n = Sequéncia[(A, A+ 2), A, 1, n]
z_n = Sequéncia[(A, 12/(A*(A + 2))), A, 1, n]

Imagem gerada:

€7 Aula 4 - Exercicio 2b.ggh - m] bd
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar... ]
L] . fom g . =
-A_ / [ L.j_ é‘ x 1.3_ 4%'
» Janelade Algebra X/ | » Janela de Visualizagido =
- Lista
i A={1,2,3,4,5,6,7, 7 e
e x ={(1,12),(2,6), (3,
ey ={(1,3),(2,4),(3,5
e z,={(1,4),(2,15), (3 ° * ¢
- Numero
o a=0 5 )
@ n=44
4 L 2 @ L]
3 ° . i
[ ]
2 L 2
L ] ¢ [ ]
[ ] ° .
1
° * L (] ° °
L]
[ ]
0 hd ° [ ] [ ] [ ] o
0 1 2 3 4 5 6 7 B k] 10 " 12 13 14 15 16
-1
n=44
< >
Entrada:

b.1) Sendo xn=% e y,= A+2 . Observe que: (x,)é limitada e que
. _ fos Xp _ limx, 00
limy, = +c. Dali, llmyn = my, — 3o 0.

a.2) Demonstracéo:

Sejam (x,;) um sequéncia limitada e lim y,, = +oco.
Dado dado € > 0 qualquer, existem numeros a,b € R,b # 0 tais que se

(x,) éuma sequéncia limitada entdo x, € (a,b), logo, x, < b. Pelo

demonstrado no exercicio 1, limy, =+ < lim— = 0. Se lim— =0, segue

Yn Yn

. . . 1 €€
gue, existe um nimero n, € N, tal que n > n, implica que S € (_E’E)’ ou
n

seja, —— < =.Donde, —.x, < :.b = €. Logo, 2% < €. Concluimos que lim (x—”) =
Yn b Yn b Vn "
0. Portanto, se (x,,) € uma sequéncia limitada e lim y,, = +oo0 entéo lim (;—") — 0.
n

Questéo 3:
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Demonstracado:

Sejama € R,a #0 elim(z—") =1.
a
Dado qualquer € >0, existe n, € N tal que n> nygimplica que Z;” €
(1-51+%).
a a
Segue que 1 —§<%"< 1 +§. Multiplicando a desigualdade por a, teremos:
a—€<z,<a+€ousea, z,€(a— € a+¥¢).Logo,limz, =a.

Portanto, conclui-se que sea € R,a # 0 e lim (%") =1 entdo limz, = a.

Exemplo:

. 3e™-1
Sejam z, = =——.

en

Observe que limz,, = 3.

m-1

3e 1
3e™

=lim(1—3—)=1.

en

Dai, limz?” = lim

Representacdo no Geogebra: A = Sequénciali, i, 1, n]
z n=Sequéncia[(A, 3-7/¢e™A), A, 1, n]
y_n = Sequéncia[(A, 1-7/3eMA), A, 1, n]
Lim_1 = Reta[(n, 3 - 7/ e™n), EixoX]
Lim_2 = Reta[(n, (3 -7/ e"n)/ 3), EixoX]
a = Limite[(3e™x - 7) | X, =]
b=al/3

Imagem gerada:

34




77

PEQUENO MANUAL DAS CONSTRUCOES NO GEOGEBRA

1) Construcdo de um controle deslizante:

) GeoGebra - X
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
s[ALABIN OO 4 NS+
» Janela de Algebra Xl |» Janela de Visualizagéa 222 Controle Deslizante X
ABC  Texto
E Inserir Imagem
Clique no botdo Befe
. /2 Caixa para Exibir / Esconder Objetos
controle deslizante e
a=1 Campo de Enfrada
a seguir, cligue no 2
local da janela de | b
visualizagdo onde 0

deseja posicionar o B
controle deslizante.

Entrada:

Na caixa de didlogo do controle deslizante (que se abrird), selecione o
botdo Inteiro, troque o nome por n, e altere o intervalo min, max. e
incremento, com os valores abaixo e cliqgue em OK.

|
Controle Deslizante ot

O Numero Nome

O Angulo -

teiro [ Aleatorio (F9)

Intervalo Controle Deslizante Animacéo

mir@ ma Incrementc@

QK Cancelar
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Controle deslizante:

=
1
—

2) Alteracdo de caracteristicas dos objetos construidos:

Clique com o botdo direito do mouse sobre o objeto que deseja alterar as
caracteristicas e cliqgue em propriedades:

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizacédo

Lista
0 A={1,2,3,4,5,6}
..... B={2, 4, E}
- €={1,3,8} 0

X =H2 9\ (A _4A9RI& [ 0 1 2 3 4
2n

xn = { Lista XZn ?]

~® %077 Exibir Objeto 1| -1 - '
NOmero .| Exibir Rétulo o

® n=6 # Habilitar Rastro °
Reta
i fy= Renomear 24

/. Apagar

.+ Propriedades ...

Abrir-se-4 uma caixa de dialogo, onde vocé podera selecionar cada objeto
contruido e alterar suas caracteristica:
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. . ~ ;Q referérigias - Limite de uma sequéncia.ggb x b
Visualizagdo de todos os IfmeNEe : oF
ObjetOS construidos. ! Cﬁg\ca . Basico Cor Estilo Avancado Programacéo

Lista NN Recente:
A T 1
lista [ [
e x T
— e eeEn
Nimero L (eeeEw
~®n | MO
Ponto T [T
A ST [ [ |
1 +
B
B, visualizar [Jlf verde Escuro 0, 100, 0 (2006400) L
c
| D
- E
- F
G
- H
o
g
\ K
Reta v

Selecione as caracteristicas que desejar: cor, basico e o estilo e outros:

Basico Cor Estilo Avancado Programacéo

Basico Cor Estilo Avancado Programacéo
Espessura da Linha

Ed | D NEEEE Recente: v
jj JJj5=== [ | ] | 1.3 5 7 9 11 13
.J JJJJ.... Opacidade do Traco
[ s | ] || v
| [l | [ | ] | _ 0 25 5 75 100
EN O eEEEE Ouro:
| | (SRR [ | ] | Estilo:
[ | [l [ | ] | 5
e ecordl — -

visualizar: [l Vermelho 255, 0, 0 (#FF0000) o

3) Entrando como um ponto:
Digite na caixa de entrada as coordenadas do ponto, por exemplo, A=(2,3) ou

seleciona a o botdo *" e clique na janela de visualizacdo na posicdo que

deseja colocar o ponto:
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€77 GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

e EREERANES

» Janela de Algebra X\ » Janela de Visualizagdo
Ponto 4
A= (2! 3}
5
4
A
3 L
2
1
0
4 3 2 -1 0 1 2 3

4) Construcao de retas paralelas aos eixos X e Y passando por um ponto
A:

Digite na caixa de entrada a formula da reta, por exemplo, r=Reta[(2,3), EixoX ]
ou cligue no botdo Reta Paralela e a seguir, cligue como o cursor do mouse no

eixo X e no Ponto A:

'\f} GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

R oA

> Janela de Algel /', Reta Perpendicular
- Ponto - 61
~@ A=(2,3) *__ Reta Paralela

Reta 5
e ry=3 » | Mediatriz

, Bissetriz 4]

rO Reta Tangente 3 PA

') Reta Polar ou Diametral
e Reta de Regresséo Linear

’:\ Lugar Geométrico

| -4 3 2 3 0 1 2 3

5) Escondendo objetos construidos:
Clique com o botédo direto do mouse sobre o objeto que deseja esconder e

clique em “Exibir Objeto”:
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Ponto A
Coordenadas Polares
Exibir Objeto

Exibir Rétulo

Habilitar Rastro

\ P

Renomear
Apagar ' 7

R

~+ Propriedades __.

6) Exibindo objetos escondidos:

Na janela de Algebra, selecione o bot&o proximo ao objeto que deseja exibir:
1’7 GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Of

% lA.____. ,/ __ f.i:.

» Janela de Algebra

- Ponto
- A= ':2: 3}

P F’::u.nt::u AJ

7) Marcando a interseccao de objetos:

Cligue no botdo Ponto, posicione o cursor do mouse sobre a interseccao até

gue os dois objetos fiquem destacados e clique na intersecgao:

C

Ponto C: Ponto de intersecédo der, f|
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8) Construindo um segmento de reta:
Digite as coordenadas do segmento na caixa de entrada, por exemplo, AB =
Segmento [A, B] ou g = Segmento [ (6,3), (9,1)]. Ou, cliqgue no botdo Segmento

€ a seguir nos pontos que deseja como extremos do segmento:

7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda

N 5 o] el P N

» Janela de/ Reta
Ponto 6
~® A=(2/ ,* Segmento
®B=(5 _,
| C=(5 «
-® D=8
~® E=(9, .~ Semireta N
Reta =
fx=§ :\__ Caminho Poligonal 3
ry=;i
Segments
. gB=E o Vetor )

~® g=3.€ -}. Vetor a Partir de um Ponto B E
1

Segmento com Comprimento Fixo | °

0
‘ -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

9) Construindo uma circunferéncia:

Digite na caixa de entrada a palavra Circulo e utilize as sugestdes de ajuda

(figura 1) ou clique no bot&o © | selecione o centro e um ponto ou um raio

(figura 2):

Circulo[ <Ponto=, <Raio= ]
Circulo[ <Ponto=, <Segmento= ]
Circulo[ <Ponto=, <Ponto= ]

Entrada:

®= € |m ©® uE

Circulo

Circulo[ <Ponto=, <Raio=, <Dire¢éo= | v

[
Circulo[
[
[

<Reta=, <Ponto= ]
<Ponto=, <Ponto=, <Ponto= ]

|

Figura 1
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| [© (P2 NN

 Janela de Visualizagéo

6.

Figura 2

10) Abrindo ou salvando um arquivo:
Cligue no menu arquivo, selecione “Abrir” ou “Gravar Como” e selecione o

arquivo a ser aberto ou escolha o local e 0 nome do arquivo a ser salvo:

7 GeoGebra - X

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

(o

B
B

2]

2

Nova Janela

Novo

Abrir .

Abrir do GeoGebra ...
Abrir Arquivo Recente

Gravar
Gravar Como...

Compartilhar...
Exportar

Ctri+N
) °
H\-), 'é._ \
Ctt0 513 de Visualizagédo

>

Ctri+S

>

(& Visualizar Impressdo Ciri+P

=)

<

Fechar
TX=b
ry=3

Segmento

AB =361
g=361

Entrada: a=Circulo

Alt+F4

a=2

Enfrar...




84

REFERENCIAS

ABAR, C. A. A. P.; ESQUINCALHA, A. C. O Uso de Tecnologias na Formacéo
Matematica de Professores dos Anos Iniciais. Revista de Educacéao, Ciéncia
e Matemaética. V.7, n.1, jan-abr, 2017.

BORBA, M. C; CHIARI, A., Organizadores. Tecnologias Digitais e Educacéo
Matematica. Sao Paulo: Editora Livraria da Fisica, 2013.

BRITO, A. B. Questionando o Ensino de Conjuntos Numéricos em
disciplinas de Fundamentos de Analise Real: Da abordagem dos livros
didaticos para a sala de aula em cursos de Licenciatura em Matematica.
Ouro Preto, v. VIII, p. 84 f., 2010.

CIEM. Apresentacdes e Autores. Disponivel em: <
http://www.conferencias.ulbra.br/index.php/ciem/vii/schedConf/presentations?s
earchlinitial=L&track=>. Acesso em: 15 nov. 2017.

CIFUENTES, J. C. O Mito da Analise Real: Constribuicdes para a Formacéo
Conceitual do Professor de Matematica sobre os NUmeros Reais e a Analise
Matemética. EPREM - Encontro Paraense de Educacdo Matematica., p. 1-
123, 2015.

FERREIRA, M. DOS S.; MUNIZ, T. O. M. O Ensino de Analise: Contribuicdes e
Perspectivas na Formacdo do Professor de Matematica. SIMPEMAD -
Simpésio Educacdo Matematica em Debate, v. 1, n. 0, p. 120-133, 2014.

FRID, H. Andlise Real. v. 1. Rio de Janeiro: Fundacdo CECIERJ, 204p.; 2010.

GOMES, D. O.; OTERO-GARCIA, S. C.,; SILVA, L. D.; BARONI, R. L. S. Quatro
ou Mais Pontos de Vista sobre o Ensino de Andlise Matematica. Bolema. Rio
Claro (SP), v. 29, n.53, p. 1242-1267, dez. 2015.

INTITUITO GEOGEBRA NO RIO DE JANEIRO. O que é o0 GeoGebra?
Disponivel em: <http://www.geogebra.im-uff.mat.br/cig.html>. Acesso em: 19
jun. 2018.

LEMKE, R.; SILVEIRA, R. F.; SIPLE, I. Z. GeoGebra: Uma Tendéncia no
Ensino de Matematica. Anais do || COLBEDUCA - Coléquio Luso-Brasileiro
de Educacao, v.1, 2016.

LIMA, E. L. Curso de Analise. v.1. 14.ed. Rio de Janeiro: Associacao Instituto
Nacional de Matematica Pura e Aplicada, 431 p.; ilust.; (Projeto Euclides),
2013.

MOREIRA, P. C.; VIANNA, C. R. Por que analise real na licenciatura? Um
Paralelo entre as Visbes de Educadores Mateméaticos e de Matematicos.
Bolema. Rio Claro (SP), v. 30, n. 55, p. 515-534, ago. 2016.



85

NETO, J. DE C. S.; BEZERRA, L. M. A. Reflexdes sobre os Saberes da Acéo
para a Formacao Docente. Id on Line Revista De Psicologia, v. 10, n. 31, p.
241-247, 2016.

OLIVEIRA, E. S. G.; CARVALHO, C. A.; SILVA, F. T. B.; RODRIGUES, G. M.
S. M. Formacdo docente para o uso das tecnologias digitais: novos
saberes do professor. Seminéario Midias & Educacéo, v. 0, n. 1, 2015.

OLIVEIRA, J. L. DE. A utilizagdo integrada de softwares dindmicos no ensino
de Andlise Real : um estudo da construgéo do conceito de Integral de Riemann.
RIUFOP - Repositorio Institucional Da Universidade Federal De Ouro
Preto, n. 1995, 2016.

OTERO-GARCIA, S. C. CAMMAROTA, G. Releituras de um Estado do
Conhecimento do Ensino de Analise a partir da Nogdo de Cogni¢do Inventiva.
ALEXANDRIA, Revista de Educacao em Ciéncia e Tecnologia. n. 1., v. 6, n.
2007, p. 235-260, 2013.

PAULA, S. C. R.; RODRIGUES, C. K.; SILVA, J. C. Educacédo Matemaética e
Tecnologia: Articulando Praticas Geométricas. 1. ed. 11lp.; 21 cm.
Curituba: Appris, 2016.

RIBEIRO, T. N.; SOUZA, D. N. A Utilizacdo do Software GeoGebra como
Ferramenta Pedagodgica na Construcdo de Uma Unidade de Ensino
Potencialmente Significativa (UEPS). RevSeM, n.1, p. 36-5, 2016.

SANCHO, J. M. et al. Tecnologia para transformar a educacao. Traducdo de
Valério Campos. Porto Alegre: Artmed, 2007.

TARDIF, M. Saberes Docentes e Formagao Profissional. Petrolis-RJ: Editora
Vozes, 2014.



