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APRESENTACAO

Prezado Leitor (a):

7

O presente material € o Produto Educacional, parte integrante da
pesquisa da Dissertacdo de Mestrado intitulada DISTANCIA — AMPLIANDO
SEUS HORIZONTES: Uma proposta de livreto para utilizagdo como alternativa
didatica para o ensino da matematica por professores de matematica,
apresentada no Programa de Mestrado Profissional em Ensino Das Ciéncias
na Universidade do Grande Rio “Prof. José de Souza Herdy”

O livreto € um material de apoio destinado a professores de matematica,
com objetivo de servir como alternativa didatica no ensino da matematica, traz
exemplo e aplicagcBes sobre Distancia Euclidiana, Distancia de Manhattan e
Distancia Geodésica, propiciando ao leitor uma experiéncia de novas
abordagens e teorias sobre distancia. Pode ser utilizado como material
extraclasse no processo de ensino, que de acordo com Dante (1996) em suas
discussoes fala que, “[...] s6 a aula do professor ndo consegue fornecer todos
0s elementos necessarios para a aprendizagem do aluno, uma parte deles
como problemas, atividades e exercicios....”

Deixamos claro que os exemplos, aplicacdes encontradas no presente
material podem ter sido retiradas de trabalhos encontrados na pesquisa, em
livros, artigos ou periédicos de matematica ou ainda elaborados pelo proprio
autor, com suas fontes e referencias citadas.

Desejamos que este material possa vir a servir como um diferencial para
o leitor em sua pratica docente diaria, fazendo assim que a busca de novos

assuntos e novas descobertas sejam fatores no diferencial de sua pratica.
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DISTANCIA
1. DISTANCIA

A palavra distancia € utilizada com diversos objetivos, vamos citar alguns.
Para exemplificar proximidade de corpos, de conjuntos, para similaridade, entre
inUmeras outras aplicagcbes em diversas areas, tais como Geografia, Medicina,
Fisica, Informatica, entre outras ciéncias.

“‘Distdncia € o numero que caracteriza a separagcado entre dois objetos”
(LOPES, 2012)

Para ser considerado uma distancia, devem ser satisfeitas as propriedades
de espaco métrico. Lopes (2012), em seu trabalho, define espa¢co métrico como:

Dado um conjunto §, uma métrica em 8§ € uma fungdo d: § x § —»R que

possui as seguintes propriedades:

Sejam a,b,c €8

i. Deve ser ndo-negativa: d(a,b) = 0
il. Deve ser comutativa: d(a,b)= d(b,a)

iii. Deve satistazer a desiqualdade triangular: d(a,b)+d(b,c)=>d(a,c)

A distancia matematica é definida como uma funcao, cujos argumentos sédo
pares de numeros reais, e 0s resultados sao numeros reais. (GOMIDE; REIS,
2013), ainda segundo Gomide e Reis (2013), espaco métrico é um fundamento

matematico para a compreensao de distancia de forma intuitiva.

A nogédo de espago métrico é o fundamento matematico sobre o qual se
apoia a ideia intuitiva de “distancia”. De fato, uma distancia qualquer
entre dois pontos é compreendida intuitivamente como um caminho (em
geral, um segmento de reta) que liga tais pontos; a expressado
matematica deste caminho, deste “pedaco de espaco retilineo”, € um
ndmero real maior ou igual a zero. Mas a intuicdo de distancia néo
precisa, necessariamente, estar presa a ideia de um segmento de reta
finito e expresso por um namero real. (GOMIDE, REIS; p.197; 2013)

Para continuidade, faremos a abordagem de algumas distancias, atividades

e aplicacdes sobre as mesmas.



DISTANCIA EUCLIDIANA

2. DISTANCIA EUCLIDIANA

A priori, algumas condicdes para a definicdo de distancia euclidiana. Seja o
plano em R?, onde é formado por duas retas perpendiculares, sendo uma
horizontal e outra vertical, uma denominada Eixo das Abscissas e outra Eixo das
Ordenadas, respectivamente. Os pares ordenados no plano, séo indicados por
A(x4,v,), 0nde x, é abscissa do ponto A e y, € a ordenada do ponto A.

Sendo assim, a distancia entre os pontos A e B € obtida através das
projecdes destes pontos nos eixos coordenados. Com isso, encontramos 0 ponto
C (x., y:), onde (x.,y.) = (x5,y,), COMO consequéncia, no triangulo ABC na Figura

1 e realizando a aplicacdo do Teorema de Pitagoras, temos:

FIGURA 1 - DISTANCIA ENTRE OS PONTOS AE B

¢
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Fonte: Construido pelo autor

Desenvolvimento:

[d(4,B)]? = [d(4,O)]* + [d(C, B)]?



[d(A, B)]? = [Ixp — xal® + 1¥a — Yal?]

+ [lxp = xp1% + lyp — yal?]
[d(A, B)]? = |xp — xal® + yp — Yal?
[d(A, B)]? = (xp — xa)* + (Vb — Ya)?
d(A,B) = (xp — x)* + (b — ¥2)?
Portanto, d(4,B) =/d(4,C)*+d(C,B)?

DISTANCIA EUCLIDIANA

d(A,B) = /d(4,C)? + d(C, B)?
Podemos observar que o segmento AB é a hipotenusa do tridngulo
retangulo ABC, por consequéncia AB =d(4,B), AC =d (A, C) e CB =d (C.B),

portanto, valido o teorema de Pitdgoras.
2.1 Atividades
2.1.1 Questdao ENEM- 2013

Nos ultimos anos, a televisdo tem passado por uma verdadeira revolucdo, em
termos de qualidade de imagem, som e interatividade com o telespectador. Essa
transformacdo se deve a conversdo do sinal analogico para o sinal digital.
Entretanto, muitas cidades ainda n&o contam com essa nova tecnologia.
Buscando levar esses beneficios a trés cidades, uma emissora de televisdo
pretende construir uma nova torre de transmisséo, que envie sinal as antenas A,
B e C, ja existentes nessas cidades. As localizagbes das antenas estédo

representadas no plano cartesiano:

.
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A torre deve estar situada em um local equidistante das trés antenas. O local
adequado para a construgcao dessa torre corresponde ao ponto de coordenadas

a) (65;35)
b) (53;30)
C) (45;35)
d) (50;20)
e) (50;30)

A solugcao da questao fica a cargo do leitor, lembrando que para solugao da

questdo, é interessante relembrar os conceitos de ponto médio !, e mediatriz 2.

2.1.2 Questao elaborada pelo autor

Um florista deseja criar um projeto com uma estufa de flores, parar fazer tal
criacao foi utilizado um programa de computador, utiliza as dimensdes do terreno
de formato retangular como eixos coordenados. Ele visa colocar regadores em
dois pontos distintos desse terreno, e coloca seus regadores nas seguintes
coordenadas: A (3,3), B (12,9) respectivamente. Calcule a distancia entre os

regadores da estufa.

! Ponto médio é o ponto que divide o segmento de reta exatamente no meio tendo dois segmentos iguais.

2 Mediatriz é 0 Lugar Geométrico dos pontos do Plano que equidistam de dois pontos distintos



2.1.3 Questado (UEMA)

Buscando incentivar a insercdo das pessoas com deficiéncia no mercado de
trabalho, uma filial dos Correios da cidade de S&o Luis contratou um cadeirante
como encarregado da separacdo de correspondéncias. Para executar este
trabalho, o novo funcionério foi designado para uma sala que dispunha de trés
mesas. Suponha que o0s centros dessas mesas sejam representados pelos pontos
A, B e C de coordenadas (5, 4), (3, 7) e (1, 2), respectivamente, tomando como

origem o canto da sala. Nessas condicoes:
a) esboce a figura que representa a disposicao das mesas na sala em questéao.
b) quais as distancias que cada mesa mantém entre si, em metros?

c) qual a area do espaco compreendido entre as mesas?

Dica: Facga a construcdo da figura do terreno



DISTANCIA DE MANHATTAN

3. DISTANCIA DE MANHATTAN

A Distancia de Manhattan, também conhecida como Geometria do Taxi, ou
Geometria das cidades. Ela recebe esse nome devido a sua trajetéria, que €
descrita como de um taxi na cidade, de modo que utilize quarteirbes no seu
trajeto, até chegar ao seu destino.

A Distdncia de Manhattan € definida para dois pontos num espaco
euclidiano com um sistema cartesiano de coordenadas fixo, como a soma dos
comprimentos das projecdes da linha que une os pontos sobre os eixos das
coordenadas. A definicdo da funcao Distancia de Manhattan é:

Sejam P (p1, p2, ---, pPn) € Q (41, 92, ..., gn) pONtos no espaco euclidiano, a

Distancia de Manhattan € dada por:

n
d(P,Q) = Ip1 - g1l + [p2 = 2| + -+ [pn — qnl = ) (i - D)

=1

Dados os pontos P(xp, yp) e Q(xq, yq), temos que :

DISTANCIA DE MANHATTAN

d(P,Q) = |x, — x4| + |¥p — ¥4l
A funcéo d, satisfaz as seguintes propriedades:

i.d(P,P)=0

ii.Se P # Q,entiaod(P,Q) # 0

iii.d(P, Q) = d(Q, P)

iv.d(P,Q) <d(P,R) +d(R,Q),para quaisquer pontos P,Q e R




Como satisfaz as propriedades de uma métrica, temos que funcao
Distancia de Manhattan, € uma métrica.
Utilizando a formula de combinacdo podemos determinar o nimero total de

caminhos possiveis a serem percorridos entre os pontos P e Q.

COMBINACAO

Onde:

N — numero total de caminhos
n — soma da distancia horizontal com a distancia vertical

p— menor das duas distancias.

3.1 Atividades

3.1.1 Questdo ENEM - 2016

Uma familia resolveu comprar um imovel num bairro cujas ruas estdo
representadas na figura. As ruas com nomes de letras sdo paralelas entre si e
perpendiculares as ruas identificadas com numeros. Todos 0s quarteirbes sao
guadrados, com as mesmas medidas, e todas as ruas tém a mesma largura,
permitindo caminhar somente nas direcdes vertical e horizontal. Desconsidere a

largura das ruas.



Rua A

Rua B

Rua C

Rua D

Rua E

Rua F
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A familia pretende que esse imovel tenha a mesma distancia de percurso
até o local de trabalho da mée, localizado na rua 6 com a rua E, o consultorio do
pai, na rua 2 com a rua E, e a escola das criangas, na rua 4 com a rua A. Com
base nesses dados, o imével que atende as pretensbes da familia devera ser

localizado no encontro das ruas

a)3eC
b)4eC
c)4eD
d4eE
e)5eC

3.1.2 Quest&o retirada de CESAR (2010)

Desenhe um referencial cartesiano e, nesse referencial cartesiano marque os
pontos A(1,1) e B(2,2).

a) Quantos caminhos diferentes existem para irmos de A B, sempre
percorrendo a menor distancia taxi?

b) Agora os pontos sdo A (1,1) e C (3,3).

c) Tente, agora, com os pontos A (1,1) e D (3,2).



d) Calcule a quantidade de caminhos que ha entre a casa de Luciana e a de

Roberto. (atividade anterior)



DISTANCIA GEODESICA

4. DISTANCIA GEODESICA

Para Rabuske (1992), um grafo G é definido como um par ordenado (V(G),
E(G)), onde V(G) é um conjunto finito ndo vazio, e E(G) uma relagédo binaria de
elementos sobre V(G). Os elementos que pertencem a V(G) sdo denominados de
vértices ou ndés, enquanto os pares nao-ordenados de E(G) sdo chamados de
arestas ou arcos. Cada aresta esta associada a dois vértices: o primeiro € o ponto
inicial da aresta e o segundo é o ponto final da aresta. Vamos nos ater apenas a
grafos em que o conjunto de vértices sao finitos e V(G) # 0.

Uma representacdo grafica padrdo para um grafo, € um desenho formado
por pontos, onde, esses pontos representam os Vértices, e por retas ou arcos
ligando os pontos, essas ligacbes sdo as arestas ou arcos do grafo. (GROSS;
YELLEN, 2006, p. 2).

A distancia de um vértice r a um vértice s € o numero k de arestas de um
caminho minimo deras, onde k € X . Por consequéncia dizer que a distancia

de r a s é k significa duas coisas:

i) Existe um caminho de r a s com exatamente k arcos.

i) N&o existe caminho de r a s com menos que k arestas.

Lembrete: a distancia de r a s pode ser diferente da distanciade sar

De acordo com Loureiro e Goussevskaia (p. 43), um grafo € valorado
quando cada aresta possuir um valor associado. "Formalmente, um grafo
valorado G = (V, E) consiste de um conjunto V de vértices, um conjunto E de
arestas, e uma funcédo f de E para P, onde P representa o conjunto de valores
(pesos) associados as arestas”.

Para exemplificarmos um grafo valorado, apresentaremos o problema do

caixeiro Paulo.

Problema: Paulo é um viajante que possui entregas para fazer em cinco cidades,

e precisa programar suas visitas de modo que seja a mais eficiente possivel. A



cidade de Paulo é representada pela letra A e as demais seréo indicadas pelas
letras B, C, D, e E. Para otimizar o processo de visitas de Paulo, deve-se tracar a
menor rota possivel entre as cidades, ou seja, a distancia de uma cidade a outra,
de modo que visite todas as cidades, partindo de A e voltando a ela.

No Quadro 1 a seguir, podemos verificar a distancias de cada cidade a

seguinte, as distancias sao informadas em quildbmetros.

QUADRO 1 - Distancia entre Cidades

Distancia de F até B C D E
150 | 250 | 220 | 90
Distancia de B até F C D E
150 | 110 | 210 | 170
Distancia de C até F B D E
250 | 110 | 120 | 180
Distancia de D até F B C E
220 | 210 | 120 | 80
Distancia de E até F B C D
90 | 170 | 180 | 80

Fonte: Construido pelo autor

Para representar as informagcdes acima, utilizaremos o grafo valorado na
figura 2, onde cada aresta possui um peso, e este é a distancia em quildmetros

entre as cidades.

FIGURA 2 - CIDADES E SUAS DISTANCIAS

Fonte: Construido pelo autor.



Agora, iremos determinar quantos sdo 0s caminhos possiveis da
(n—1)!

realizacdo desta viagem, e para tal, vamos utilizar a seguinte expressao :

, onde n € o numero de cidades que Paulo deve visitar, como temos 5 cidades, e

: . 5—1)! 4l 24
aplicando a expressdo, temos ( 2) =S=5= 12, portanto temos 12

maneiras de realizar essa passagem pelas 4 cidades, voltando a origem.

TABELA 1 - Distancia das viagens partindo de A e voltando a origem

Roteiro de Viagem Distancia do trajeto da Viagem
A-B-C-D-E-A 150 + 110 + 120 + 90 + 80 = 550
A-B-C-E-D-A 150 + 110 + 180 + 80 + 220 = 740
A-B-D-C-E-A 150 + 210 + 120 + 180 + 90 = 750
A-B-D-E-C-A 150 + 210 + 80 + 180 + 250 = 870
A-B-E-C-D-A 150 + 170 + 180 + 120 + 220 = 840
A-B-E-D-C-A 150 + 170 + 80 + 120 + 250 = 770
A-C-B-D-E-A 250 + 110 + 210 + 80 + 90 = 740
A-C-B-E-D-A 250 + 110 + 170 + 80 + 220 = 830
A-C-D-B-E-A 250+ 120+ 210+ 170 + 90 = 840
A-C-E-B-D-A 250 + 180 + 170 + 210 + 220 = 1030
A-D-B-C-E-A 220+ 210+ 110+ 180 + 90 = 810
A-D-C-B-E-A 220+ 120+ 110+ 170+ 90 = 710

Fonte: Construcéo do autor

Apbs realizarmos os calculos das distancias de cada viagem, podemos
concluir, que a viagem mais eficiente do caixeiro € a Viagem A-B-C-D-E-A, e que
a distancia percorrida na viagem foi de 550 km.

Observacédo: Para cada roteiro de viagem, existe sua inversa, portanto as
distancias séo as mesmas. Para exemplificar tal fato fagamos a distancia de A-B-
C-D-E-A = 150 + 110 + 120 + 90 + 80 = 550 km de distancia, e em seguida a
distancia de A-E-D-C-B-A =90 + 80 +120 + 110 + 150 = 550 km.



4.1 O PROBLEMA DO MENOR CAMINHO (ALGORITMO DE DIJKSTRA)

Uma aplicacdo de distancia geodésica é a busca pelo menor caminho, e
para tal vamos utilizar o Algoritmo de Dijkstra, que encontra o menor caminho de
um vértice (n6) fonte ou origem s até os outros vertices (n6s) de um grafo
orientado para o caso em que todos os pesos dos arcos (arestas) sejam nao
negativos. (DE CARVALHO, 2008)

Temos como algumas aplicacbes do Algoritmo de Dijkstra sua utilizacéo

em:

¢ Redes de Computadores (Percurso entre Roteadores),
e Trafego Urbano.
e Sistemas Rodoviarios, Ferroviarios e Aéreos,

e Importante para varios outros problemas.

A seguir temos o Algoritmo de Dijkstra descrito passo a passo:

Seja G(V,A) um grafo orientado, e a um vértice de G:

Passo 1 — Considera-se valor zero a estimativa de distancia do vértice a (a raiz da

busca) e infinito as demais estimativas;

Passo 2 - Considera-se um valor qualquer aos precedentes (o precedente de um

vértice t é o vértice que precede t no caminho de distancia minima de a para t);

Passo 3 - Enquanto houver vértice aberto:

o seja k um vértice ainda aberto cuja estimativa seja a menor dentre todos os
vértices abertos;

o fecha-se o vértice k

o Para todo veértice | ainda aberto que seja sucessor de k faz-se:

o soma-se a estimativa do vértice k com o custo do arco que une k a j;



o caso esta soma seja melhor que a estimativa anterior para o veértice j,

substitui-se e anota-se k como precedente de j.

O Algoritmo de Dijkstra (E.W. Dijkstra) parte de uma estimativa inicial para
a menor distancia, que é considerada infinita, e vai se ajustando sucessivamente
a distancia. E considerada uma cidade “fechada” quando tiver sido obtido o
caminho de menor distancia da cidade origem da busca. Esses dados sédo
armazenados numa tabela e sera alterada a medida que forem percorridos todos
0S caminhos possiveis.

Para melhor entendimento do Algoritmo de Dijkstra, vamos trabalhar com
um exemplo: O problema é sobre uma empresa de transportes de cargas
resolveu aumentar o nimero de entregas, dai, precisa diminuir 0s custos em suas
viagens. Para tal reducao, precisa minimizar suas distancias percorridas para as
entregas entre as cidades A e F, fazendo a menor distancia no percurso por todas

as cidades. e pode-se ver na Figura 3 a seguir as distancias entre as cidades.

FIGURA 3 - CIDADES PARA ENTREGAS

Fonte: Construido pelo Autor

Para comecar, constréi-se a tabela de distancias das cidades.

PASSO 1 — Cidade A “fechada”

Cidades A B C D E F

Distancias 0 10 10 12 5 2




Cidade
Precedente

Ao observarmos a tabela do PASSO 1, e verificarmos que a menor
distancia entre as cidades é 2 para cidade F, “fechamos” a cidade F no PASSO 2

abaixo.

PASSO 2 - Cidade F “fechada”

Cidades A B C D E F
Distancias 0 10 10 12 1 2
Cidade

Precedente g A A A F 2

Ao observarmos a tabela do PASSO 2, e verificarmos que a menor
distancia entre as cidades é 1 para cidade E, “fechamos” a cidade E no PASSO 3

a sequir:

PASSO 3 - Cidade E “fechada”

Cidades A B C D E F
Distancias 0 10 10 12 1 2
Cidade
Precedente A A A A F A

Ao observarmos a tabela do PASSO 3, e verificarmos que a menor
distancia entre as cidades é 9 para cidade D, “fechamos” a cidade D no PASSO 4

abaixo.

PASSO 4 — Cidade D “fechada”

Cidades A B C D E F

Distancias 0 10 3 9 1 2




Cidade
Precedente

Ao observarmos a tabela do PASSO 4, e verificarmos que a menor

distancia entre as cidades é 3 para cidade C, “fechamos” a cidade C no PASSO 5
a sequir:

PASSO 5 — Cidade C “fechada”

Cidades A B C D E F
Distancias 0 8 3 9 1 2
Cidade

Precedente A c B E F A

Ao observarmos a tabela do PASSO 5, e verificarmos que a menor
distancia entre as cidades é 8 para cidade B, “fechamos” a cidade B e concluimos

nossas entregas.

PASSO 6 — Cidade B “fechada” e entrega concluida

Cidades A B C D E F
Distancias 0 8 3 9 1 2
Cidade

Precedente & € B E = A

Apé6s a conclusdo de todos os passos, em vermelho podemos ver o
caminho da menor distancia para diminuir seus custos, na Figura 4 a seguir, esta
destacado o roteiro a ser percorrido para a entrega ser a de menor percurso,
perfazendo 23 unidades de distancia.

FIGURA 4 - MENOR CAMINHO PARA A ENTREGA



Fonte: Construido pelo Autor

Na continuidade da secéo, temos uma aplicacédo da Distancia Geodésica,

4.2  Aplicagao na Quimica

Observe o grafo abaixo de atomos do 3-Etilhexano e construa a tabela

abaixo indicando a distancia entre os atomos:

FIGURA 5 - 3-ETILHEXANO

2 4
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7
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ATOMO 1 2 3 4 5 6 7 8
1
2
3
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