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RESUMO

Esse produto educacional apresenta um conjunto de atividades
relacionadas com as nog¢des basicas do calculo envolvendo o conceito de
infinito. Visam facilitar o trabalho pedagdgico dos professores no ensino
médio com o propdsito se reduzir a caréncia de estudos e de materiais
didaticos desta area.

Partimos de propostas que manipulam as ideias basicas do conceito
de limite e continuidade no desenvolvimento do calculo e no¢cdes basicas
relacionadas com o infinito potencial e o infinito cardinal.

Em cada atividade as nocbes sado construidas através de uma
problematizacdo envolvendo perguntas, indagacbes, sugestbes e
conceitos que levam a construcao, aprofundamento e formalizacdo de

significados.

Palavras-chaves: Educacdo Matematica, Infinito Potencial, Infinito

Cardinal.



Resumo

Introducdo

SUMARIO

Parte I: Atividades

Atividade 01:
Atividade 02:
Atividade 03:
Atividade 04:
Atividade 05:
Atividade 06:
Atividade 07:
Atividade 08:
Atividade 09:
Atividade 10:
Atividade 11:
Atividade 12:
Atividade 13:
Atividade 14:
Atividade 15:

Comparacao de conjuntos

Potencialidade do infinito na divisdo do intervalo
Potencialidade do infinito no infinito
Tendéncia do infinitamente pequeno

Do menor para 0 maior, do maior para 0 menor
Inferioridade e superioridade

Distancia e vizinhanca

Quem vizinho néo fica isolado

Abrir ou fechar para ficar no interior

Encaixar para ficar sempre dentro
Corresponder para contar

Enumerar para equivaler

O todo é formado de partes

E possivel estar em qualquer lugar

Tender até chegar a um limite

Parte I1: Leitura complementar

1 Conjuntos

2 Conjunto das partes

3 Axiomas da teoria dos conjuntos

4 Axiomas de Peano

5 Nocéo de ordem

6 Nocdes relacionadas com o conceito de infinito

7 NUmero racional e Medida

8 Homogeneidade Dimensional

9 Enumerabilidade

10 A nocéo de conjunto denso

11 Existéncia do irracional

© 00 O o B~ DN

12
14
16
17
19
20
21
22
23
24
25
28
28
29
29
32
33
33
39
40
41
42
42



12 Nocéo de corte

13 Intervalos aninhados
14 Supremo e infimo
15 Ndmeros reais

Referencias bibliogréaficas

44
45
46
46
48



INTRODUCAO

O conceito de infinito € essencial para a constru¢ao de muitos outros
conceitos como limite e continuidade, por exemplo. Historicamente, o
infinito apresentou duas noc¢des importantes na sua significagcdo: a
potencialidade e a cardinalidade.

A primeira, podemos considerar Como uma concepgao espontanea,
ou seja, a ideia que todos nés temos de infinito: 0 que néo tem fim. A
segunda, bastante controvertida, ainda causa dificuldades para a sua
compreensao, principalmente quando se admite que um conjunto infinito
tem a mesma cardinalidade que um de seus subconjuntos proprios, bem
como, a de infinitos de diversos tamanhos.

Os professores dos cursos de nivel médio, técnicos e/ou os de
cursos superiores que possuem disciplinas que necessitam desses
conceitos como, por exemplo, o calculo e a analise, dentre outras, tém
apontado para a dificuldade dos alunos em acompanharem esses cursos,
pela falta das nocdes basicas que deveriam ser trabalhadas
anteriormente (RESENDE, 1994).

Nesse Produto Educacional, procuramos reunir as principais ideias
gue, de alguma forma, estédo relacionadas com o conceito de infinito e
gue servirao para lhe dar significado. Apresentamos um conjunto de
atividades originais que podem ser utilizadas na sequéncia que foram
organizadas, ou reorganizadas em outras estruturas, de acordo com a
turma, o nivel e o assunto que o docente estiver trabalhando.

Caso o professor queira recordar ou aprofundar algumas noc¢des
abordadas em nossas atividades propostas podera consultar cada

comentario e a parte 2 desse produto educacional, onde encontrara



reflexdes e consideracOes sobre a teoria dos conjuntos, discussoes
envolvendo o conceito de infinito, entre outros importantes temas.
Esperamos que estas propostas de atividades auxiliem os colegas
professores da educacgao basica no desenvolvimento e aprofundamento
do seu trabalho, ampliando possibilidades de alcancar maior qualidade no

processo de ensino/aprendizagem da matemaética.



PARTE I: ATIVIDADES

ATIVIDADE 1: Comparacao de conjuntos

Objetivos da atividade: Comparar conjuntos infinitos e o uso do infinito cardinal.

Considere os conjuntos: A= {1,2,3,4,5,6,7,8, ..4
B= {14,916, 25, 36, 49, 64,...}

Qual desses conjuntos tem mais elementos? Use um argumento para justificar a sua
resposta.  E possivel que eles tenham a mesma quantidade de elementos? Se a sua resposta
for sim, use um argumento para justificad-la. Reorganize esses conjuntos de forma que seja
possivel compara-los, ou seja, dé uma nova disposicdo a esses conjuntos com o intuito de

mostrar que é possivel a comparacdo. Por exemplo:
{1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64,...}
{l 2,3 4 5 6, 7, § } Vocé pode utilizar outra disposicéo.

Com essa nova disposicdo é possivel compara-los? Vocé pode usar a nogdo de
correspondéncia para verificar. Utilize diferentes aspectos numéricos, nessa correspondéncia,
para mostrar a equivaléncia entre eles, ou seja, que eles sdo potencialmente equivalente.
Sugestdo: Faca a transformacdo numérica e cologue um deles abaixo do outro para facilitar

essa comparacdo. Por exemplo:
{12, 22, &, 42, 5%, 62, 7%, 8.}
{1, 2,3 4 5 6 7 8 ..}

Com essa nova disposicédo é possivel compara-los? Respeitando a ordem dos elementos
dessa nova disposicao, basta observar que os elementos de um deles guardam uma relagéo
especifica com os respectivos elementos do outro. Tente, agora, usar um argumento geométrico

com 0 mesmo objetivo. Por exemplo, o lado de um quadrado e a sua area.



Com algum dos argumentos usados anteriormente ja podemos decidir sobre o cardinal

de N eode Z? Justifique a sua resposta.

Comentérios:

Dois conjuntos que sdo cardinalmente equivalentes, ttm a mesma quantidade de
elementos. Existe uma classe de conjuntos de mesma cardinalidade e o namero cardinal
representa a quantidade de elementos de cada conjunto dessa classe. Notagdo: # A, # B,
#N, #Z etc.




ATIVIDADE 2: A potencialidade do infinito, na divisao do intervalo.

Objetivos da atividade: Utilizagé&o da nocéo de infinito potencial no conceito de inducéo
e da possibilidade da divisdo infinita.

Desenvolvimento:

Considere dois segmentos de tamanhos unitarios. Na pratica pensemos em dois pedacos
de fitas de comprimento igual a 1 u.c. Escolha um deles e recorte em dois outros pedacos de
comprimentos iguais, ou seja, a metade do tamanho que tinha. Agora, considere, apenas, uma
dessas metades. Faca a mesma coisa, ou seja, divida-a novamente em dois pedagos de
comprimentos iguais a metade e considere, apenas, uma delas. Observe que continuando assim,
sempre sobrara uma das metades sem ser dividida em cada passo desse processo. Podemos
repetir até quantas vezes esse processo? Na pratica, esse processo terd fim? Justifique a sua
resposta. Teoricamente, esse processo terd um fim? Justifique a sua resposta. Para cada passo
ja realizado é possivel realizar um proximo passo?. Agora, considere 0 outro segmento, ainda
ndo dividido, e todas as metades que ndo foram divididas no passo seguinte. Colocando esse
segmento (fita) e todas as outra metades ndo dividida, lado a lado, justapondo-as, formaremos
um segmento cada vez maior em cada etapa. Até o final desse procedimento, é possivel
determinar o comprimento total do novo segmento? Justifique. Teoricamente, é possivel
determina-lo? Agora, considere a sequéncia numérica dos comprimentos de todos o0s
segmentos ndo divididos do processo, desde o inicio. Dessa forma, calcule o comprimento do
segmento a cada passo? Em cada etapa, 0 segmento formado terd um comprimento parcial.
Em que o tamanho inicial do segmento pode influenciar? Faca uma figura alusiva ao processo.
Considere o segmento AB, por exemplo, de comprimento a. Faca um desenho representativo
do processo. Escreva uma expressao algébrica para representar a sua soma parcial. Qual é o

seu comprimento final? Justifique.

Comentarios:

Uma sequéncia geométrica a,, de infinito termos, € uma progressdo tal que:

a, =a,,-0, a=a dadoe q éasuarazio. Se |q <1, asoma dos infinitos termos dessa

n

&

1-q

sequéncia converge para uma soma limite dada por: S =
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Atividade 3: A potencialidade do infinito no infinito.

Objetivos da atividade: Introduzir a nocéo de potencialidade relacionada com o infinito.

Desenvolvimento:
Considera o intervalo fechado [0; 1]. Divida-o em trés partes iguais, ou seja, em trés
outros segmentos de comprimentos iguais. Qual o comprimento de cada parte, em relagdo ao

comprimento inicial? Retire desse intervalo inicial, o intervalo aberto correspondente ao terco

central do [O; 1], ou seja, ] %; %[. Sobrardo dessa forma, os tercos fechados extremos:

[0; %] e [%; 1]. Agora, considere cada um desses tercos e fagca a mesma coisa, gerando

quatro novos tercos fechados, dois de cada um dos outros tergos anteriores. Teoricamente, é
possivel realizar esse procedimento mais vezes? Até quantas vezes? Determine esses quatro
novos tercos. Faca uma figura para representar essa situacdo. Seja K, o conjunto de todos 0s
elementos dos tercos que sobraram em cada etapa do procedimento. Desse processo, é possivel
formar uma sequéncia decrescentes de intervalos encaixados, cada um contendo o proximo?.
Represente essa sequéncia. D& exemplo de seis elementos desse conjunto K. Sugestdo: tome

o0s extremos dos intervalos que sobram em cada etapa.

Comentério:
O conjunto K assim determinado é denominado conjunto de Cantor e apresenta algumas

propriedades especificas que garantem outros resultados.




11

Atividade 4: A tendéncia do infinitamente pequeno.

Objetivos da atividade: Introduzir a nogéo de infinitamente pequeno e a nogdes de
tendéncia e de limite.

Desenvolvimento

A figura a seguir, representa um piso quadrado, extra, que, em cada lado livre, foi
colocado, justaposto, um piso quadrado normal com metade do comprimento e em cada lado
livre dos pisos normais foi colocado um piso quadrado com metade do comprimento e assim
por diante.

Figura 1: Soma limite de &reas decrescentes, de quadrados.

Fonte: Tall 1980 p. 12

Esse processo pode ser repetido mais vezes? Admitindo a continuidade do processo,
que figura esta se desenhando até o seu aparente término? Teoricamente, em quantas etapas
esse procedimento se realizard? Agora, calcule a area de cada quadrado envolvido. Calcule
também a area da figura final. Essa area pode ser considerada exata? Justifique a sua resposta.
Escreva uma expressdo que represente a soma das areas de todos os quadrados obtidos no
processo. A area de todos os quadrados tende para a area de que figura final? Considere a =
1 e determine os lados dos demais quadrados menores, justapostos na base da figura formada,
apos realizadas todas as etapas do processo. Represente a sequéncia desses lados. E possivel
calcular o lado referente a dessa figura final? Justifiqgue. Faca 0 mesmo para o célculo das

areas desses mesmos quadrados.
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Comentério:

Se esse processo continua, observe que as novas areas, bem como, 0s novos lados a cada
etapa do processo, determinam uma progressdo geométrica decrescente com razdo dentro do
intervalo de convergéncia e, portanto, ttm uma soma limite, dada como no comentério da
atividade 2.




13

Atividade 5: Do menor para o maior e do maior para 0 menor.

Objetivos da atividade na etapa: Definir cotas inferior, superior e introduzir a nog¢éao de
infimo e supremo de um subconjunto (intervalo) X de R, ndo vazio, bem como, conjuntos

limitados inferiormente e superiormente.

Desenvolvimento:

Considere X < R um intervalo. Porexemplo, X = ]-1,5;2,5]. Determine um
nimero real que seja maior que todos os elementos de X. E possivel determinar um menor
ainda que ndo pertenga a X? Justifique a sua resposta. Nas condi¢des acima, € possivel
determinar o menor desses nimeros reais que pertenca a X? Se sua resposta for sim, qual é
esse numero? Existem numeros reais que sdo menores do que qualquer elemento de X ? Dé
exemplos de alguns desses nimeros reais. Qual € o maior nimero real, que mesmo assim, ainda
é menor que qualquer elemento de X? Esse nimero pertence a X? Justifique. Existe algum
elemento de X que seja menor ou igual que qualquer elemento de X? X tem infimo
pertencente a X? X tem maximo pertencente a X? Em cada caso justifique a resposta.

Sugestdo: Leia o comentério.

Portanto, considere os intervalos: A=]1-15;25], B=[-05;8], C=]-m;-2],
D=[0;+o[ ¢ E=]3,08;5,15[.
a) Quais desses conjuntos sdo limitados inferiormente? Justifique.
b) Quais desses conjuntos séo limitados superiormente? Justifique.
¢) Quais sdo limitados? Justifique.

d) Quais ndo sdo limitados? Justifique.

Agora, considere o conjunto (intervalo) X = [2; 3[.
a) Dé trés cotas inferiores para X
b) Dé trés cotas superiores para X

C) Qual das cotas inferiores dadas é a maior? E possivel determinar uma cota inferior ainda

maior? Justifique.
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d) Qual das cotas superiores dadas é a menor? E possivel determinar uma cota superior

ainda menor? Justifique.

e) Todos os subconjuntos (intervalo) X de R s&o dotados de cotas? Justifique.

Comentario

Seja X < R um conjunto (Intervalo), ndo vazio. Diz-se que X € limitado inferiormente
quando existe um numero M € R tal que M <x, V x e X e limitado superiormente, quando
existe um numero real N, tal que x <N, V x € X. Diz-se que X é limitado, quando limitado
inferiormente e, também, superiormente. Uma cota inferior de X & um ndmero real | tal que

| <x, Vxe R Por outro lado, uma cota superior de X & um numero real m tal que
m> X, VX e R. Evidentemente, todo conjunto cotado inferiormente e superiormente é

limitado.
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Atividade 6: Inferioridade e supremacia.

Objetivo da atividade: Conceituar infimo, supremo, minimo e maximo de um

subconjunto X de R, nédo vazio.

Desenvolvimento:
Considere os intervalos: A=]-15;25], B=[-05;8], C=1]-m;-2], D
=[0;+o[ e E=]3,08;5,15] .

a) Notadamente, - 1,6 € uma cota inferior de A. D& uma outra cota inferior de A maior
que essa dada. Existe alguma maior que as duas dadas? Dé exemplo. A possui uma
maior das cotas inferiores? Por outro lado, 2,55 é uma cota superior de A. Exiba uma
cota superior menor que essa cota superior dada. E possivel exibir uma outra menor
ainda? A tem uma menor cota superior ?. No caso afirmativo, exiba essa cota.

b) Determine: a maior das cotas inferiores de B e a menor das cotas superiores de B. Qual
delas pertence a B? B tem maximo ou minimo? Veja 0 comentario.

¢) Quais dos intervalos ndo tém uma das cotas?

d) DéoinfEeosupE.

e) Qual deles é fechado e limitado? Justifique.

Agora, considere os intervalos:

A=1-1; 241, B=[V2;5 C=10;V3] e D=[-25; (]
a) Qual deles, embora limitados, ndo tem minimo e nem maximo? Justifique.
b) Qual deles tem minimo e ndo tem mé&ximo? Justifique.

c) Qual deles tem méaximo e ndo tem minimo? Justifique

d) Qual deles tem minimo e maximo? Justifique.

Comentario

Considere um subconjunto (intervalo) X de R, ndo vazio. O infimo do conjunto X,
denotado por inf X, quando existir, ¢ a maior de todas as cotas inferiores de X. Por outro lado,
o0 supremo do conjunto X, denotado por sup X, quando existir, € a menor de todas as cotas

superiores de X.
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Em outras palavras: Considere ¢ =inf X e d=sup X. Se c¢’¢ R é uma outra cota
inferior de X, entdo, ¢’ <c. Ouseja, V X € X, se I¢’<x, entdo, c’<c <x. Agora, se d’ ¢ uma
outra cota superior de X, entdo, d <d’. Ouseja, VX € X, se 3d’,com d’>x, entdo, x <d
<d.

Obs. Se c= infX € X, entdo, c € o minimo de X. Notacdo: ¢ = Min X.

Se d=sup X e X, entdo, d é o méximo de X. Notagdo: d = Max X.
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Atividade 7: A distancia e a vizinhanca

Objetivos da atividade na etapa: Definir e determinar comprimento e centro de um

intervalo, visando o conceito de vizinhanca.

Desenvolvimento
Dados os intervalos: A=]1-0,5;1], B=[0;3], C=]1-2;-1[, D=[15;4],
E=]-0;3] e F=[1;+o].

a) Subtraia, de cada um deles, o limite inferior, do superior, ou seja, limite superior, menos
o limite inferior, nesta ordem. Quais deles ndo podemos determinar essa diferenca?
Determine a metade da soma de seus extremos ( centro) de cada um desses intervalos,
se possivel.

b) Considere o centro do intervalo B. Agora, considere o intervalo X de raio 1,2
(disténcia do centro a cada extremo do intervalo) com 0 mesmo centro de B. X < B?
Justifique. O nimero 2,5€¢ X? E onumero 2,8 € X? Justifique cada caso.

c) Determine o comprimento de cada um dos intervalos, quando possivel.

d) Calcule o raio de cada um dos intervalos dados, quando possivel.

e) Existem intervalos, em R, que ndo tenham centro? Justifique.

f) E possivel determina um intervalo centrado em 1 que esteja contido em F? E centrado
em 3, contido em E? Justifique a sua resposta nos dois casos. E possivel determinar
intervalos, um deles centrado em -2 e o outro, em -1 que estejam contidos em C?

Justifique. Sugestdo: Em cada caso, considere um raio conveniente.

Comentério

Sejam a e b dois nimeros reais, com a<b. Considere os intervalos limitados: ]
ab[, [ab[, Jab] e [ab]

Define-se o comprimento &, desses intervalos, como sendo a diferenga: e =b—a. Cada

] ] a+b .
um dos intervalos acima tem centro em: A = — A distancia do seu centro a cada

extremidade do intervalo, chama-se raio do intervalo. Dizemos, também, que o intervalo esta

centrado em A e com raio, nesse caso, &f 2.
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Atividade 8: Quem tem vizinho néo fica isolado

Objetivos da atividade: Introduzir o conceito de vizinhanga, pontos interior e isolado de

um conjunto, visando a noc¢ao de interior de um conjunto, conjuntos aberto e fechado.

Desenvolvimento

Considere o conjunto (intervalo) X < R, talque X =]0; 1[ e o ndmero real 0,3.

Evidentemente, 0,3 ¢ X.

a) Determine trés intervalos V1, V2 e V3, centrados nesse ponto, todos contidos em X.

b) Determine, agora, outros intervalos com raios decrescentes e que estejam contidos em X.

c) Considere a vizinhanca (veja no comentario) de raio €=0,02. Qual é esse intervalo? Qual
é 0 seu comprimento? E possivel considerar uma vizinhanca tdo proxima desse ponto, 0
quanto queremos? Justifique a sua resposta.

d) Quantas vizinhancas, centrada nesse ponto, podemos considerar? Justifique.

e) Dé outras duas vizinhangas de raio & <0.02, para esse ponto.

f) Mostre que o ponto 0,999 é um ponto no interior de X (Mais uma vez, veja 0 comentario).
Sugestdo: considere €= 0,0001. Podemos afirmar que todos os pontos de X s&o interiores?
Justifique.

g) Considere o conjunto Y=1-1;09[U {1} U ]11,1; 2[, mostre que, embora 1eY,eleé
um ponto isolado de Y. Sugestdo: considere o intervalo, V, centrado em 1 de raio €=0,1
ou um outro raio qualquer menor, e mostre que nesse intervalo ndo tem qualquer outro ponto

de Y, ando ser o seu centro. Ouseja, YNV = {1}.

Comentério
A ideia que temos de vizinhanca, trata-se de uma concepcao espontanea de proximidade.
Vizinho é aquele que esta proximo a nés. Consequentemente, envolve a nogéo de distancia, de
intervalo. Podemos estabelecer a que raio essa distancia esta sendo considerada, ou seja, 0 raio
da vizinhanca desejada, podendo estar tdo proximo o quanto se queira.
Formalmente, Seja X um subconjunto, ndo vazio, de R . Considere a € X. Uma
vizinhanga a, de raio € > 0, é qualquer intervalo aberto ] a —¢;a + ¢ [, contido em X.
Notadamente, a ¢ o centro do intervalo. Se existe uma vizinhancga de raio €, centrada em a,

de pontos de X, dizemos que a € um ponto interiorde X. Ouseja: Se 3 €>0 tal que ]
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a—g;ate[ < X, entdo, a é um ponto interior de X. Quando nessa vizinhanga ndo existe

qualquer outro ponto de X, dizemos que a € um ponto isolado de X.

Atividade 9: Abrir ou fechar para ficar no interior.
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Objetivo da atividade: Conceituar conjuntos aberto e fechado.

Desenvolvimento

Sejam os intervalos: A=]21;48[, B=[1;3], R=C=]-00;+0[ e D=¢.
Por definicdo, sabemos que A e C sdo conjuntos abertos.

a) Mostre que D é fechado. Sugestdo: Leia antes 0 comentario.

b) Escolha um elemento qualquer de A e mostre que ele € um ponto interior de A. Afirmo
que qualquer ponto de A é ponto interior de A. Justifique.

c) Mostre que existem pontos de B que ndo estdo no interior de B, consequentemente o
conjunto B ndo é aberto. Sugestdo: Considere os seus extremos. Justifique.

d) Podemos afirmar que se um conjunto B néo é aberto, entdo, ele é fechado?

e) Dé um exemplo de um conjunto B, embora ndo seja aberto, porém, ndo é fechado.

Comentario

Considere um subconjunto X de R, ndo vazio. Se todos os pontos de X sdo interiores,
ou seja, estdo no interior de X, dizemos que X é um conjunto aberto. Além disso, R\X, é
denominado conjunto complementar de X. Dizemos que um conjunto X é fechado quando o
seu complementar R\X é aberto e vice-versa. O conjunto R ¢ aberto, logo, 0 seu
complementar, ¢ , é fechado. Mas, 0 conjunto vazio, ¢, é aberto, logo, o seu complementar,
R, é fechado. Portanto, esses sao 0s dois Unicos subconjuntos de R que sdo, a0 mesmo tempo,

aberto e fechado.

Atividade 10: Encaixar para sempre ficar dentro.
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Objetivo da atividade: Definir intervalos encaixantes, determinar e identificar

propriedades desses intervalos.

Desenvolvimento
Considere o intervalo fechado [ 2; 5]

a) Determine a sequéncia de intervalos encaixantes a partir desse intervalo, para n=2,n =3,
n=4,n=5en=6. Sugestdo: Leia antes o comentario.

b) Determine o comprimento de cada intervalo dessa sequéncia e seu centro.

¢) Qual o intervalo de menor comprimento? E o de maior? Justifique.

d) Nessa sequéncia, determine a partir de que n, o comprimento do intervalo I, , e, Seja 0
maior possivel. E possivel encontrar um In tal que o €n Seja 0 menor possivel? Justifique.

e) Escreva a sequéncia decrescente dos intervalos encaixantes determinados.

Comentério
Sejam: 1,12, I3, ..., In-1, I, ln+, ... umasequéncia decrescente de intervalos
fechados,com: 1 o b o Iz o ,..., o In-1> Ih oln1. > .. cada um contendo o proximo,

sucessivamente. Dizemos que essa sequéncia de intervalos assim constituida é formada por
intervalos encaixados ou intervalos encaixantes. Considere um intervalo fechado [a;b] e seu

comprimento A = b—a>0. A sequéncia de intervalos fechados, definida como:

[a+ E; b - E] ,para ne N, com n > 1, é formada de intervalos encaixantes, centrados
n+1 n+1
em An, para n > 1. Mostre que, nesse caso, A1 = A2 =A3=..=An=An+1= ....

Além disso, se l1=[ai;b1], l2=[az b2], Is=[as; bs] e assim por diante, entéo,
a1<@<a3<..<an<bn<bni<..<bs<br<bi. Ouseja, oconjunto A= {a,,a,, a, ..a,}
é limitado superiormente. Logo, A tem um supremo. Seja ¢ =sup A. Portanto, an < ¢. Mas,
¢ < bn, pois, é a menor das cotas superiores de A. Ou seja:
an < c< b Istoé: celn, Vn, neN. Consequentemente, existe um elemento pertencente

a todos os intervalos dessa sequéncia de intervalos encaixantes (Lima, E.L. 2001 p. 54).

Atividade 11: Corresponder para contar
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Objetivos da atividade: Utilizar a nogao de correspondéncia entre conjuntos para definir

conjuntos finito, infinito e enumerabilidade.

Desenvolvimento

Sejam V = {a,e,i,o,u}e M(2) = {0,2 4,6,8,10,...}, 0 conjunto dos multiplos de 2.

a) Mostre que V e finito, ou seja, que existe um segmento inicial de N cardinalmente
equivalente a V. Vide comentario.

b) Determine # V.

c) E possivel estabelecer uma correspondéncia perfeita entre um segmento inicial de N,
um In, e o conjunto M(2)? Justifique.

d) Mostre, usando um argumento de correspondéncia, que o M(2) ndo é finito e, portanto,
é infinito.

e) Prove que M(2) é infinito e enumeravel.

Comentério

Considere o conjunto dos nameros naturais N. Definimos os conjuntos I, como 0s
subconjuntos de N que contém os elementos de N, de 1 até n. Ou seja:
= {1}, ={2}, 5= {23}, b= {234}, .., lh=1{,23..,n}. Cada conjunto I, é
denominado um segmento inicial do conjunto N. Chama-se cardinalidade de um conjunto X,
ao numero de elementos desse conjunto. Notacdo: # X. Portanto: #11=1, #1,=2,
#13=3,..., #lh=n

Agora, considere um conjunto X ndo vazio. Dizemos que X é finito quando existe uma
correspondéncia perfeita (correspondéncia um a um) entre um segmento inicial de N e o
conjunto X. Se X ndo é finito, entdo, ele é infinito. Diz-se que um conjunto X é enumeréavel
quando for finito ou quando existe uma correspondéncia perfeita entre N e X. Dizemos,
tambem, que N e X séo cardinalmente equivalente. Portanto, se X é finito, entdo, é

cardinalmente equivalente a um dos segmentos iniciais de N .

Atividade 12: Enumerabilidade e equivaléncia.
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Objetivo da atividade: Mostrar a enumerabilidade dos numeros inteiros relativos e

dos ndmeros racionais relativos.

Desenvolvimento

Considere o conjunto dos numeros inteiros Z = { —3,—-2,-1, 0, +1, +2, +3, }

Observe que rearranjando os elementos de Z conforme a ordem a seguir:
Z = {O,—L +1,—-2,+2,—-3,+3,—4,+4,... } varreremos todo o conjunto Z. E possivel estabe-
lecer uma correspondéncia perfeita entre N e Z? Justifique.
a) Mostre que N e Z s&o cardinalmente equivalente.
b) Prove que Z é enumeravel.
c) E possivel estabelecer uma correspondéncia perfeita entre Z e um de seus subconjuntos
? Justifigue usando um argumento geomeétrico.
d) Use um argumento geométrico para mostrar que Z é enumeravel.
e) Use o argumento da diagonal de Cantor para mostrar que o conjunto dos nimeros
racionais relativos é enumeravel.
f) Mostre, usando o item anterior e reorganizando o conjunto dos ndmeros racionais

relativos, que é possivel contar os seus elementos.

Comentério

Sabemos que um conjunto X quando finito é enumeravel, ou seja, € sempre possivel
contar os seus elementos. Se X é infinito, entdo, ele pode ser enumeravel ou ndo. Ou seja, X
é um conjunto que pode ter seu elementos contados e, para isso, usaremos o0 conjunto N. Uma
correspondéncia, um a um, com os elementos de N nos d& uma ideia de contagem. As vezes,
essa correspondéncia nos parece absurda, mas, é verdadeira. Do tipo: um conjunto com um de

seus subconjuntos proprios. E uma das caras do infinito.

Atividade 13: O todo é formado de partes.
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Objetivo da atividade: Conceituar subconjunto e conjunto das partes, bem como,
comparar conjuntos infinitos.

Desenvolvimento

Considere os conjuntos: A= {a}, B={ab}, C={ab,c}e D={abcd}
a) Determine 9(A) e # P(A),compare #A e #9P(A).
b) Determine ?(B) e # ?(B), compare #B e # ?(B).
c) Determine 9(C) e # 9(C), compare #C e # 9 (C).
d) Determine 9 (D) e # 9 (D), compare #D e # P (D).
e) Escreva #9(A), #9([B), #2(C) e # 9 (D)como uma poténcia de base 2.

f) E possivel generalizar o resultado do item anterior? Justifique.

Comentario

Seja A um conjunto. Um conjunto X contido em A é denominado um subconjunto
de A ouumapartede A. Notagdo: X —A. O conjunto formado por todos os subconjuntos
de um determinado conjunto, inclusive o conjunto vazio e ele proprio, é denominado conjunto

das partes desse conjunto.  Notacdo: ?(A)  Verifique que: # @ (A) > # A.

Atividade 14: E possivel estar em qualquer lugar.
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Objetivo da atividade: Definir conjunto denso e mostrar a densidade dos racionais nos

reais.

Desenvolvimento
Considere os nimeros reais: 1,2 e \/5; 35 e 0,333... ¢ mee.

a) Determine um numero racional mais proximo da V2, com trés casas decimais,
arredondando-o por excesso ,0u seja, estamos substituindo o irracional por um racional

bem proximo a ele (Roque, T. 2012 p.425). Determine a média aritmética entre esse
namero e 1,2. Verifique se essa média estaentreo 1,2ea V2 (esté entre eles).

b) Determine o nimero racional mais préximo da 3/5 através de um arredondamento
por falta. Determine a média aritmética entre esse numero e o nimero 0,333 ... .
Agora, verifique se essa média esta entre eles.

¢) Faga o mesmo para m e para €, observando em cada caso, se o arredondamento deva
ser por falta ou por excesso.

d) Agindo, assim, podemos afirmar que entre dois reais distintos, sempre haverd um

racional? Justifique.

Comentario

Seja A um conjunto ndo vazio. Um conjunto X contido em A é densoem A quando
para quaisquer dois elementos x e y, X <y, pertencentes a A, sempre vai existir um elemento
ze X talque x < z < y. Em outras palavras, em qualquer vizinhanca de z, sempre existira
elementos de A. O conjunto dos nimeros racionais Q é denso em R. J& sabemos que entre

dois racionais x e y sempre vai existir um nimero racional: a sua média aritmética. Ou seja:

X+ . . N . ~
X< > y <Yy e, portanto, nada mais a fazer. Consequentemente, existem trés outras situagdes

a considerar: x, racional e vy, irracional; X, irracional e y, racional e, finalmente, x e v,

irracionais. Em cada uma delas, vai existir ssmpre um z, racional. (Roque, T 2012 p.425).

Atividade 15: Tender até chegar a um limite

Objetivos da atividade: Introduzir o conceito de tendéncia, convergéncia e de Limite
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Desenvolvimento
Considere a sequéncia: a, = 2—1 , paran=1,23,..,28,29e30 e & = 2-anConforme
n

quadro 2, a seguir:

Quadro 2: Convergéncia para um ponto

n=| an= g= n= an= g=
1 1,00 1,00 16 1,94 0,06
2 1,50 0,50 17 1,94 0,06
3 1,67 0,33 18 1,94 0,06
4 1,75 0,25 19 1,95 0,05
5 1,80 0,20 20 1,95 0,05
6 1,83 0,17 21 1,95 0,05
7 1,86 0,14 22 1,95 0,05
8 1,88 0,13 23 1,96 0,04
9 1,89 0,11 24 1,96 0,04
10 || 1,90 0,10 25 1,96 0,04
11 || 1,91 0,09 26 1,96 0,04
12 || 1,92 0,08 27 1,96 0,04
13 || 1,92 0,08 28 1,96 0,04
14 | 1,93 0,07 29 1,97 0,03
15 || 1,93 0,07 30 1,97 0,03

Fonte: O autor

a) Os termos da sequéncia, a cada passo, estao aumentando, diminuindo ou nenhum dos dois?
b) Qual o menor nimero inteiro para o qual os termos estdo se aproximando?
c) Determine a distancia de cada termo da sequéncia para esse numero inteiro. Confira essas
distancias com os valores da terceira coluna do quadro.
d) Podemos afirmar que os termos da sequéncia estdo se aproximando cada vez mais
desse nimero inteiro? Justifique, atraveés dos valores da terceira coluna.
e) Dé mais termos dessa sequéncia mais proximos desse numero inteiro, que 0s
termos no quadro acima. Calcule a distancia de cada um deles a esse niumero inteiro.
Sugestdo: Calcule an, para n>30. Faca, por exemplo, n =100, n=1000 e
n =1 000 000.
f) Dizemos que esses termos estéo tendendo ou convergindo para esse numero inteiro

quando essas distancias ficam cada vez menor, tornando-o0s mais proximos. Verifique



27

se essa afirmacdo é verdadeira nesse caso.

Comentério

Note que o0 quanto mais proximo, o valor da sequéncia estiver, jamais vai chegar até ele,
muito menos, ultrapassa-lo. Esse valor € o limite. Esse mesmo raciocinio servira quando os
termos forem decrescendo para se aproximar do limite.

Por outro lado, quando saimos de casa para ir para algum lugar, ndo pensamos se
estamos proximo desse lugar logo que saimos. Pensamos, nisso, a partir de um ponto de
referéncia. Ai, sim, apds esse ponto de referéncia, ficamos na expectativa de chegar. Para o
limite, acontece a mesma coisa. S6 ap6s um certo termo, ficaremos interessado se estamos se
aproximando .Ou seja, s6 apds um certo termo, verificaremos se todos os demais estdo se
aproximando cada vez mais do limite. N&o é de qualquer distancia que se pode ser considerado
proximo do limite. Essa distancia tem que ser definida, negociada como uma regra de estar
proximo. Ou seja, estamos falando de uma referéncia e de até quanto se deve ser considerado
estar proximo do limite. Por exemplo, ap6s o 100° termo (referéncia) sera considerado proximo
do limite, todos aqueles termos com distancias inferiores a, por exemplo, 0,001 (regra). Ou até

menor ainda. Formalmente, a é o limite de a, quando dado um noe N, Vn, n>ngq

referéncia) , tem-se sempre |a, — a| < & (regra).

PARTE Il: LEITURA COMPLEMENTAR

REFLEXOES E CONSIDERACOES SOBRE A TEORIA DOS CONJUNTOS
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1 Conjuntos

A principal no¢do que devemos passar numa teoria envolvendo conjuntos é o que seja
um conjunto. O conceito matematico de um conjunto pode ser usado como o fundamento para
todo conhecimento matematico. Em geral, ndo temos uma definigéo especifica para conjunto,
conforme a observacao a seguir:

Falaremos algumas vezes de cole¢do ou de classe em vez de conjunto, mesmo
reconhecendo que essas palavras possam ser futuramente usadas com
significados mais especificos. Portanto, conjunto é algo que nao se define
especificamente. A situagdo é muito semelhante ao que acontece com a teoria
axiomatica da geometria plana em que, 14, ndo se definem ponto e reta,
descrevendo-se, apenas, 0 que se pode fazer com eles (Halmos, P. R, 2001
p. 2).

Os objetos do que sdo formados os conjuntos, as classes ou as cole¢fes sdo
denominados elementos. Agora, se de alguma forma um elemento esta presente numa colecéo,
classe ou conjunto, fazendo parte delas ou dele, dizemos que ele pertence a essa classe, colecédo
ou a esse conjunto. A pertinéncia é uma das mais importantes relacdes usadas na teoria dos
conjuntos. Ou seja, se X € um elemento de um conjunto A, dizemos que X pertencea A e
usaremos a notacao:

X e A, pararegistrar o fato.
Caso contrario, isto é, se x nao é um elemento do conjunto A, dizemos que ele ndo pertence
a A e, escrevemos:

X ¢ A, para registrar o fato.

A relacdo de pertinéncia tem sido melhor compreendida quando afirmamos que
pertencer a um conjunto é estar presente como um de seus elementos ou fazer parte dele, ou
seja, quando um elemento pertence ao conjunto, ele aparece nesse conjunto ou € algo do que o
conjunto é formado.

Nessa teoria, ndo ha qualquer obrigatoriedade do uso das letras do alfabeto, mindscula
ou maitscula. O que é necessario 0 uso uma notacio padrdo. E o que se faz, naturalmente,
usando a minuscula quando se trata de elementos e a maiuscula, de conjunto, dando-se, a este,
um status por ser aquele que o contém. Uma outra relacdo ndo menos importante é aquela em

que um conjunto pode ter dentro de si, todos os elementos de um outro. Ou seja:
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Se um conjunto A tem dentro de si, todos os elementos de um outro conjunto B, sem excecéo,
dizemos que o conjunto B est& contido no conjunto A ou, equivalentemente, que o conjunto
A contém o B, ou ainda, que B é um subconjunto de A e, escrevemos:

B < A ou, equivalentemente, A > B No caso contrario, ou seja, se pelo
menos um dos elementos de B, ndo é elemento, também, de A, dizemos que B, agora, ndo
estd contido em A ou ndo é um subconjunto de A e, escrevemos:

Bz A

Obs. Essas relagdes determinam a linguagem basica para seguirmos na teoria dos conjuntos.

2 O conjunto das partes

Dado um conjunto A, podemos formar, a partir de A, um outro conjunto que contenha
em si, todos o0s subconjuntos possiveis de A, inclusive o conjunto vazio e 0 proprio conjunto
A, que sdo consideradas partes improprias de A, pois, na verdade, ndo seriam considerados
uma parte: ja que um deles se trata do conjunto vazio e o outro, do préprio conjunto A.
Notacdo: 9 (A) (Partes de A)
Por exemplo:

Sendo A = {a,b },0conjunto daspartesde A é: 9(A) = {4, A {a},{b}}

Sabemos que uma teoria é formada por um conjunto de axiomas independentes e
consistentes, usados para fundamentar toda teoria, ou seja, é a base para se deduzir qualquer
outro resultado que se queira, dentro dessa teoria. O primeiro deles, é o mais simples de todos.

Na teoria dos conjuntos existem alguns axiomas que vao responder por toda teoria. A saber:

3 Axiomas da Teoria dos Conjuntos

O axioma da existéncia, assim enunciado: “Existe um conjunto”. N&o podemos dar
inicio a uma teoria sem saber da existéncia do que vamos trabalhar.

O axioma da Extensdo, assim enunciado: “Dois conjuntos sdo iguais quando possuem
os mesmos elementos”. Ou seja, um conjunto ¢ determinado por sua extensao, isto €, pela
identificacdo, um a um de seus elementos, na comparagdo com outro. Consequentemente, pode-
se verificar se é quem dizemos quem &, ou se trata de um outro conjunto. Com esse axioma,
podemos afirmar se existe um outro e, ndo apenas um (a ideia de extensdo !). Nesse caso,
podemos verificar se ha igualdade entre eles.

Agora, se AcB e Bc A entdo, A e B tém os mesmos elementos e pelo axioma

da extensdo A = B.
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Essa equivaléncia pode ser usada para a verificacdo da igualdade de dois conjuntos,

evitando o trabalho extensivo, ou seja, evitando em determinar todos os elementos de cada um
deles, observando se sdo 0s mesmos.
Obs. Dizemos que um conjunto € igual a um outro se tem 0s mesmos elementos. Observe que
por tras dessa condicdo de igualdade existe, apenas, uma necessidade, ou seja, ela pode nédo ser
suficiente. Quero dizer que, para ser igual, devemos comecar, pelo menos, com 0s mesmos
elementos. Ou seja, um conjunto A pode ter os mesmos elementos que um conjunto B e néo
ser igual a ele (basta que B esteja contido em A). Isto é, tendo-se 0s mesmos elementos,
desconfia-se que sejam iguais. A exigéncia é que cada um deva ter 0s mesmos elementos que
0 outro.

O axioma da especificacdo, assim enunciado: ° Para qualquer conjunto A e toda
condicdo S(x), corresponde um conjunto B, cujos elementos sdo, exatamente, aqueles
elementos x de A, para os quais a condicdo S(x) é verdadeira. Ou, equivalentemente:
qualquer coisa que se diga a respeito dos elementos de um conjunto, especifica um subconjunto
desse conjunto, dos elementos de quem se dizem. Isto €, o conjunto esta especificado. De
acordo com esse axioma, nenhum conjunto pode ter origem do nada. O conjunto B fica
determinado, de maneira Unica, pelo axioma da extensdo. Pois, ndo podemos ter qualquer outro
conjunto com elemento das coisas de que se dizem, pois, esse elemento deve estar em B, pois,

B foi formado assim. Simbolicamente, podemos escrever:
B={xeA| S(x) évalida}
Obs. Até agora, os axiomas apresentados s6 servem para construir novos conjuntos a partir dos

antigos. Na garantia que existe um comeco, a rigor, o axioma da especificacdo s garante a

existéncia de subconjuntos (grifo nosso!). Assim sendo, ndo serad permitido a notacao do tipo
{x| S(x)}, sem informar a que outro conjunto, o elemento x pertence. Ou seja,
x foi especificado pela propriedade, porém, ndo se sabe de onde ele é. Portanto, ndo podemos
ter o conjunto (subconjunto !).
Nesse caso, 0 conjunto A ficou abstraido, o que se constituiu no axioma da abstracao.
Esse axioma permite definir conjunto do tipo:
{x| X ¢ x}, 0 que consiste no Paradoxo de Russel (E impossivel se tirar algo
do nada!), parodiado pela seguinte situagdo: “Em uma cidade existe um barbeiro que sé

barbeia as pessoas que ndo podem barbear a si mesmas. Quem faz a barba do barbeiro?”

(Halmos, 2001 pag. 12).
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Agora, estamos em condicOes de discutir duas questdes importantes a respeito da teoria

dos conjuntos. Uma delas é:
Existe um conjunto vazio?

Os axiomas da existéncia e o da especificacdo garantem que sim, basta que, aqueles de

que se dizem algo, ndo existam. Por especificacdo, podemos defini-lo como sendo:
¢ = {xeA| x # x}
A outra é: Existe um conjunto universo?

Os mesmos axiomas respondem negativamente, pois, na pratica, eles afirmam que:
Nada contém tudo!. Ou seja, pelo axioma da especificacdo, para ser considerado conjunto, 0s
seus elementos devem ter vindo de algum outro conjunto, mas, se ele € 0 universo, isso, ndo
viabiliza. De onde vém seus proprios elementos?

O axioma da unido determina que “Dada qualquer colegdo de conjuntos, existe um conjunto

que pode ser formado por todos os elementos de, pelo menos, um dos conjuntos dessa cole¢do.”

Em outras palavras:  Seja A, B, C, D, ... uma colecdo de conjuntos. Existe um
conjunto X que contém todos os elementos de A, de B, de C ou de quaisquer outro conjunto,
dessa colecéo.

Considere  C ={A, B,C,D,...} uma coleg&o de conjuntos.
Seja X € C e xeX. Assim sendo, 0 axioma da unido pode especificar um conjunto do tipo:

U= {x e X, paraalgum XeC} Ou seja: x pode ser de A, B, C ou de qualquer outro
elemento de C.

O proprio axioma da especificacdo garante a sua unicidade. Isso, nos permite definir a

unido de alguns conjuntos da colecdo C ou dela toda.

4 Os axiomas de Peano e o conjunto dos nimeros naturais.

Uma abordagem axiomatica para o conjunto dos nimeros naturais foi formulada pelo
matematico italiano Giuseppe Peano em 1879. Nesta formulacéo, ele estabelece que existe um
conjunto N satisfazendo a cinco axiomas. Ou seja, existe um conjunto N satisfazendo as
propriedades (axiomas):

P1.0 e N

P2. n e N =5s(n) € N, onde s(n) representa o sucessor do numero n.

P3. 0 # s(n), paraqualquer n e N (o0 0 n&o é sucessor de alguém, em N)

P4, mn e N e s(m) = s(n) = m = n(quem tem 0 mesmo sucessor, é igual!)

P5. Principio da inducéo finita
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Se Ac Néumconjuntotalque: 0O e Aen e A = s(n) € A entdo, A = N (N é lnico
1). Que é equivalente a dizer: Existe um conjunto indutivo representado por N com todas as
propriedades (Postulados) anteriores, ou seja, de Pl a P5, e que, se existir um outro conjunto
contendo essas mesmas propriedades, serd identificado como o N. Isso significa que N é Gnico
(Halmos, 2001 p.77). Dai, podemos, identificar N a partir da seguinte construcdo, baseando-

se na teoria dos conjuntos:

Uma ideia é representar: Ou seja:
0 = ¢ 0
A 1=0+1
2 = g, o)} 2=1+1
3= {61100 3=1+1+1=2+1

e assim por diante. e assim por diante

Ou seja, N pode ser pensado como um conjunto em que € sempre possivel colocar um
novo elemento, a partir de qualquer um de seus elementos. Isso caracteriza a sua
potencialidade. Isto é, seremos sempre induzido a pensar num proximo elemento em N, o que
nos leva as ideias da infinitude e da indugdo. Uma das nog6es de infinito esta relacionada a
ideia de inducdo fundamentada pela potencialidade.

Obs. De uma maneira geral, define-se  s(A) = A U{A}, como o sucessor do conjunto A

5 A nocdo de ordem
Dado um conjunto A qualquer e uma relagdo R . definida em A, de modo que
valham as seguintes propriedades:
01. Reflexividade
VXxeA tem-se X R X
0 2. Anti-simétrica

VX,yeA SexRyeyRX, entlo, X =y
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0 3. Transitividade
VX,yeze A SexRy e yR z,entdo, xR z
Dizemos, portanto, que o conjunto A é um conjunto ordenado parcialmente.

04. Tricotomia

V X,y ez € A sO sepodeverificar umadasrelacbes: X Ry, yR x ou Xx=y

Nesse caso, dizemos que a ordem definida em A ¢é total e que A € um conjunto
totalmente ordenado. Portanto, é de fécil verificacdo que a relacdo < (menor ou igual, que seja
possivel ser definida num conjunto A, é uma relacdo de ordem total em A). A ordem total

nao admite a simetria !.

6 Nog0es relacionadas com o conceito de infinito
Reunimos, portanto, algumas nocdes que entendemos, que de alguma forma, estejam

relacionadas com o conceito de infinito. Algumas delas, ja explicamos a razao.

A nocéo de Correspondéncia

A nocdo de correspondéncia é tdo elementar e simples quanto fundamental em
matematica. E pela correspondéncia que podemos associar as coisas, mentalmente ou ndo. Ela
pode ocorrer: de um elemento para um Unico elemento (correspondéncia um a um,
biunivocamente), ou seja, a considerada correspondéncia perfeita; de um para varios; de varios
para um; ou de varios para varios (N&o biunivocamente).
Essas correspondéncias ocorrem a partir de alguma lei ou regra especifica que orienta ou induz
como ela deve ser feita, denominada lei de correspondéncia. A ideia € de imaginar algo antes
que deve se relacionar, por essa lei de correspondéncia, a algo depois. Ela pode ocorrer
segundo um processo mental, arbitrario, sem o uso da lei. Podemos ter correspondéncia
completa ou ndo. Ou seja, alguém falta se corresponder. E possivel fazer correspondéncia
ordenada de modo que os elementos de um conjunto siga, exatamente, a ordem dos elementos

do outro conjunto.

Conjuntos equivalentes
A partir da correspondéncia, podemos definir conjuntos equivalentes, como sendo
aqueles que guardam entre si uma correspondéncia perfeita (biunivoca).

Em 1883, o matemético George Cantor conceituou o nimero cardinal de um conjunto da

seguinte forma:
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Se abstrairmos a natureza dos elementos e a ordem na qual eles sdo dados, obtemos o
namero cardinal do conjunto. O ndmero cardinal ou cardinalidade (quantidade de elementos)
de um conjunto é a propriedade essencial que sobra deste quando desconsideramos todas as
suas caracteristicas intrinsecas e as relac@es entre seus elementos. Formalmente, por meio da
correspondéncia, podemos dizer:

Dois conjuntos X e Y sdo cardinalmente equivalentes se existe uma fungéo bijetora  f
: X —¥. Neste caso, denotamos X ~ Y, quando X for cardinalmente equivalente a .

Note que essa conceituacdo, a rigor, estabelece, apenas, em que condi¢6es dois conjuntos
sdo cardinalmente equivalentes, porém, ainda ndo estabelece o conceito de cardinalidade
propriamente dito. Em outras palavras, estamos diante de uma situacdo em que percebemos,
apenas, que um conjunto tem tantos elementos quanto outro. Portanto, é possivel que haja
outros conjuntos cardinalmente equivalentes a X, ou seja, podemos ter uma classe de conjuntos
com essa mesma propriedade, todos cardinalmente equivalentes a X.

Resta-nos, portanto, apenas, nomeé-la. Uma ideia bastante intuitiva € usar o conjunto dos
ndmeros naturais com esse objetivo.  Ou seja, podemos chamar 0s nimeros naturais de
cardinais, pois, podem representar cardinalidades de conjuntos. Assim sendo, podemos definir

um conjunto da forma especificada, a seguir:
I, = {k eN| k< n}, onde n € um ndmero natural fixado.
Esse conjunto é denominado segmento inicial dos nimeros naturais. S&o 0s primeiros n
ndmeros naturais. Por exemplo.
li= {1}, l2={1,2}, Is= {1, 2,3} e assim por diante.
Assim sendo, se A é um conjunto cardinalmente equivalente a um segmento inicial

I, dizemos que A tem n elementos, ou seja, que o cardinal de A é n.
Notacdo: #A = n

Portanto: #11=1, #lo=2, #Il3=3 etc. #Il,=n. Noteque # I, estarepresentando
toda uma classe de conjuntos, In, de mesmo cardinal n. Como tal, sdo denominados nimeros
cardinais.

Obs. E importante notar que a partir da definicdo de 9 (A), tem-se: # 9 (A) >#A, sempre.
Ou seja, existem mais elementos em ¢ (A) do que em A. (Scientific American Brasil, 2011
p.49)
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A nocao de Tendéncia

A nocdo de tendéncia é uma daquelas noc¢Ges que se relaciona, de alguma forma, com
varias outras. A expressdo “ Tender a”, trata-se de uma no¢do muito utilizada na matematica
que serve de base para algumas outras, como, por exemplo, a de convergir ou divergir. Mas,
afinal, o que se significa “tender a”. Dentro da linguagem da matematica e, também, do seu
ponto vista, tender é se aproximar cada vez mais de algo que se considera como ponto de
referéncia. Na nocdo de aproximacdo esta inclusa a nogdo de distancia. Ou seja, qudo menor
for a distancia ao ponto de referéncia, mais préximo estaremos dele. Notadamente, percebe-se,
também, que a nogdo de ordem esta presente nessa nocao, ou seja, deve ser usada, em algum
momento, para dar sentido a sua compreensdo. Na matematica, “tender a” ¢ se aproximar

sempre. E uma nogao dinimica.

Conjuntos finitos e conjuntos infinitos
A nocdo de infinito sempre foi uma das mais controversas da historia da Matematica,
desde os seus primordios. Aristoteles, filosofo grego, embora considerasse quantidades
infinitas, ndo admitia o infinito como uma entidade matematica, como algo completo e, sim,
como uma potencialidade. Hoje, entendem-se as no¢oes de infinito potencial como tendéncia
inatingivel das grandezas que podem crescer indefinidamente (ao limite) e o infinito real, como
cardinalidade de conjuntos (Scientific American Brasil, 2011 p.48).
Enquanto Poincaré (1854-1912) ndo admite o infinito real, Dedekind (1831-1916), foi

0 primeiro matematico a formular a definicdo de infinito em 1872, a partir da correspondéncia
biunivoca, “ Todo conjunto infinito pode ser colocado em correspondéncia biunivoca com uma
de suas partes proprias”, em outras palavras, poderiamos dizer que um conjunto ¢é infinito
quando possui 0 mesmo “tamanho” que uma de suas partes proprias, fato, esse, que incomodou
bastante os matematicos da época, no mesmo ano que Cantor comecgou a publicar a teoria dos
nameros transfinitos. Por outro lado. um conjunto era considerado, como finito quanto ndo
era infinito, ou seja, ndo se admitia tal correspondéncia. Atualmente, define-se um conjunto
finito como aquele que admite uma correspondéncia perfeita com um segmento inicial dos
ndmeros naturais.

Obs. Todo segmento inicial do conjunto dos nimeros naturais € um conjunto finito.
Afirmacdo que pode ser demonstrada e, mais uma vez, estamos omitindo a demonstragéo.

A teoria moderna das cardinalidades de conjuntos infinitos também é devida a Cantor,
gue desenvolveu em uma notavel série de artigos publicados a partir de 1872, em jornais

cientificos alemds. Era fundado, assim, um novo campo da matematica. Em seu novo trabalho,



36

ao contrario do que todos pensavam, Cantor mostrou que os conjuntos finitos possuem infinitas
cardinalidades, bem como, 0s conjuntos infinitos, ou seja, existem diferentes tamanhos de
infinitos. Podemos observar que: se um conjunto A ¢ infinito, entdo, o conjunto ¢ (A) tem
cardinalidade maior (Halmos, 2001 p. 169-170).

Essa afirmacdo era contréria ao que se pensava antes: concebia-se um s infinito que
era representado pelo simbolo oo, introduzido por John Wallis. Cantor caracterizou as
cardinalidades dos conjuntos infinitos e as chamou de nimeros transfinitos, representados pela
letra N (Aleph) do alfabeto hebraico. Cantor anunciou algumas peculiaridades sobre o seu
infinito, afirmando que:

e Ele ndo era um nimero como tal
e Nao era um elemento do conjunto N
e VYnne N, n#KX

Notadamente, estamos nos referindo a cardinalidades de conjuntos finitos, pois, a dos
conjuntos infinitos, embora se possa pensar da mesma forma, é bastante complexa. De fato, as
descobertas de Cantor foram tdo revolucionarias em relacdo aos conceitos estabelecidos na
época que, em 1877, escreveu para 0 amigo pessoal Richard Dedekind (1831-1916), pedindo-
Ihe que verificasse as provas de seus resultados. Mais tarde, o seu trabalho foi reconhecido por
David Hilbert (1862-1943) com o célebre comentario:

Ninguém nos expulsard do paraiso que Cantor criou para nos.

Embora, essa propriedade ja fosse familiar a matematicos e filosofos, desde a
matematica grega ( Scientific American Brasil, 2011 p.45).

Galileo Galilei (1563-1643), por exemplo, em sua obra Discorsi e Dimostrazioni
Intorno a Due Nuove Scienze, editada em 1638, cita alguns assim chamados “paradoxos do
infinito”. Em um deles, constata que existe uma correspondéncia um a um entre o conjunto dos
ndmeros naturais e o dos pares, dada pela fungdo n <> 2n. Neste sentido, pode-se pensar que
existem tantos nimeros naturais quantos nimeros pares, mesmo sendo 0s nimeros pares uma

parte propria dos nimeros naturais. Ou seja:

Quadro 3: Equivaléncia entre 0s nUmeros naturais € 0s nimeros pares positivos

Naturais: 0 1 2 3 4 3 6§ ... n
Pares: 0 2 4 6 8 10 12 ... n
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Fonte: Gibilisco, 1990 p. 39

Tantos nimeros naturais quanto os seus quadrados:

Quadro 4: Equivaléncia entre os nimeros naturais e seus quadrados

Naturais: ] 1 2 3 4

Ll

Seus quadrados: 0¢ 12 22 32 42

Fonte: Gibilisco, 1990 p. 39

Ou, ainda, tantos quantos os multiplos de um nimero natural qualquer, , n&o nulo:

Quadro 5: Equivaléncia entre os naturais e multiplos de um ndmero inteiro positivo p

MNaturais - 0 1 2 3 4 5 6 n
Multiplos de 2. op 12 2p 3p  4F 3P 6F . .. np ...

Fonte: Gibilisco, 1990 p.39
Um outro paradoxo, € observar a correspondéncia perfeita entre dois segmentos AB e
CD, de comprimentos distintos, por meio de uma construcédo tdo simples, garantindo que para
cada ponto X no segmento AB, existe um ponto X’, correspondente, no segmento CD, obtido
pela intersecdo prolongamento do segmento OX e o segmento CD, como mostra a ilustracdo

a sequir:

Quadro 6: Equivaléncia de segmentos

r (o4 & D

Fonte: O autor
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Mais um outro famoso foi apresentado por Hilbert em uma conferéncia proferida em
1925, conhecido como O Hotel de Hilbert. Considera-se um hotel hipotético com infinitos
quartos. Um novo hdspede chega ao hotel, mas, foi informado que o hotel se encontra, no
momento com 0s seus quartos ocupados. Em uma solucdo engenhosa, para ndo deixar 0 novo
hospede sem repouso, o gerente move o cliente hospedado no quarto 1 para o quarto 2. Como
este, também, estd ocupado, o remove para 0 quarto 3;0do 3 parao 4 e assim por diante.
Como o hotel tem infinitos quartos esse processo pode ser continuado indefinidamente,
movendo cada cliente do quarto n para o quarto n + 1, sem que nenhum fique desalojado.

Moral da histdria, um hotel com infinitos quartos nunca ficara lotado.

A enumerabilidade
Seja X um conjunto qualquer. Assim sendo, dizemos que X € enumeravel ou

contavel quando é finito ou guarda uma correspondéncia perfeita com N, ou seja, ele é
equivalente a N e, nesse caso, ele é infinito enumeravel.
A enumerabilidade (contagem) dos nimeros inteiros relativos

Nesse caso, podemos considerar duas retas: numa delas representamos 0s inteiros
relativos e, na outra, 0s nUmeros naturais. A ilustracdo a seguir, mostrar a correspondéncia
perfeita entre um conjunto e outro.

Quadro 7: Equivaléncia entre 0s niUmeros inteiros relativos e 0s nimeros naturais

6 5 4 3 2 1 0 41 +2 43 +4 +5 46 .

f o

/ | [ I I I | | 1

f f
0 1 2 3 4 3 6 7 g 9 1w 11 12

—

Fonte: Gibilisco, 1990 p.40

Ou seja, podemos contar os inteiros do seguinte sequéncia: +1, -1, +2, -2, +3, -3, +4 ..., com 0

0 (inteiro) ficando associado ao 0 (natural).

7 O namero racional e a Medida
Quadro 8: A unidade comum
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Considerando a ilustracdo ao lado, em que:

Substituindo EF, temos:

AB zg - CD, portgaﬂgo: g = Fonte: O
autor A B
R | 1 I |
Ou ainda: % = g (:_1 | II)
. E F
Resulta que nenhum mdltiplo inteiro de CD | —— seja
igual a AB, ma;podemos, em alguns casos, dividir Tco em,

digamos, trés segmentos iguais, cada um de comprimento EF, de tal forma que algum multiplo
inteiro de EF, no exemplo, 3 EF seja igual a CD, bem como, dividir, da mesma forma, o
segmento AB, de modo que algum multiplo inteiro do EF, na ilustragdo 5 EF, seja igual ao
segmento AB. Isso define a racionalidade entre os segmentos AB e CD. Ou seja, ha um
segmento comum que cabe, exatamente, em cada um deles. Essa € a ideia da racionalidade ou
da medida. Ou seja, podemos medir o segmento AB usando o segmento CD e vice-versa. O
que ndo acontece com a diagonal e o lado, de um mesmo quadrado.
De um modo geral, um nimero racional € um nimero que pode ser expresso na forma

% ,sendo a e b numeros inteiros quaisquer, com b 0 Ou seja, 0 nimero racional pode

ser expresso na forma de fracdo. Todos numeros inteiros relativos sdo racionais com

denominadores b iguaisa 1.

8 A Homogeneidade Dimensional

Intuitivamente, a reta € um objeto de dimensdo 1. Ja o plano, de dimensdo 2. Assim,
nenhuma classe de retas, ou seja, conjunto formados por apenas retas, pode resultar num plano
— € o0 principio da homogeneidade dimensional. Assim sendo, uma reta pode ser dividida em
segmentos e, portanto, obtermos, também, segmentos. Mesmo que ainda menores, sempre se
obterdo segmentos. Evidentemente, eles nunca serdo iguais a pontos. Essa ideia de
homogeneidade encontra-se expressa, por exemplo, na obra de John Wallis, em 1671, como
segue:

Uma quantidade finita pode supostamente ser dividida (por dicotomia) em um
namero infinitamente grande de partes (isto €, maior que qualquer nimero
finito dado): nenhuma razao possa existir para crer que essa divisdo se encerre
(pois, mesmo apos a Ultima etapa realizada, um segmento tdo pequeno quanto
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seja, ainda terd duas metades (Revista Scientific American Brasil, 2011, n°. 6
pag. 48).

Como explicar que uma grandeza extensa qualquer, quando dividida, permanega com a
mesma dimensdo? Essa questdo é central nas obras de Leibniz e de Cauchy. Kant aborda-a
explicitamente em sua analise do continuo. Para ele, uma reta ndo é um conjunto de pontos
simplesmente, mas acima de tudo uma grandeza extensa; quanto aos pontos em si, eles

demarcam as extremidades dos segmentos. Na mesma obra (pag. 48).

9 A enumerabilidade (contagem) dos nimeros racionais relativos

Os nimeros racionais podem ser contados conforme a ilustracdo a seguir. Ou seja, é
possivel  coloca-los numa correspondéncia um a um, seguindo a orientacdo diagonal
(argumento diagonal), com o0s nameros naturais, pulando sempre, o racional que estiver
repetido (o que ja foi contado). Portanto, sdo enumeraveis. A ilustracdo a seguir, mostra o

argumento diagonal na enumerabilidade dos nimeros racionais.

Figura 12 A Enumerabilidade dos Nimeros Racionais Relativos

e

/'///T

- “V YU
A4 /
A A A 4
/‘ e aa

i/ 4 / /o

& 5 .

//'//
KH AU A

VoS

7R A /A A

Fonte: Gibilisco, S., 1990 p.41.

Figura 13 A Enumerabilidade dos Racionais Relativos
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Fonte: Gibilisco, S.,1990 p. 41

A contagem deve seguir o padrdo ilustrado a seguir, ou seja, podemos contar 0s nimeros

racionais na seguinte sequéncia:

+1, -1, +/J{, ’}{, +2, -2, +3, -3, + ,/{ ’,}Jé ,/J{ ,._./J}{

10 A nogéo de conjunto denso
Diz-se que um conjunto X é denso num outro conjunto A, quando considerando dois
elementos quaisquer de A, a e b, com a < b, sempre exista entre eles, um elemento de X.

Por exemplo, o conjunto dos numeros racionais, @, € um conjunto denso em R, pois, se
considerarmos ae R € be R com a<b,entdo:
2a= a+a<a+b=<b+b=2b. Logo,2a <a+b =2h. Agora, dividindo tudo por 2, temos:

+b

a+b a )
as 5 <b Istoé, - € um ndmero racional entre 0s

dois racionais a e b, nas condicGes consideradas.

11 A existéncia do irracional

Cantor demonstrou que ndo era possivel colocar em correspondéncia biunivoca os
ndmeros reais € 0 conjunto dos inteiros positivos, usando o fato que todo racional tem
representacdo decimal. Usando os numeros reais positivos menores que um, mostrou que cada

um deles poderia ser escrito na forma:

Quadro 12: Diagonal de Cantor

1—> 0, an\azai3ai4 ...
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4—* 0,asa2a43a44 ..., onde cadaum dos ajje tal que 0<a; <9.

Fonte: Gibilisco, 1990 p. 47-48

Agora, considerando nimeros do tipo bi= aii, para todo i, diferem dos a;;, em pelo menos,
um digito. Ou seja, vai existir um namero do tipo:

0, a11 @z assass ... = 0, b1b2bsbs... que ndo se corresponderd a qualquer nimero
inteiro representado anteriormente. Como o argumento foi considerado para todos os nimeros
inteiros possiveis, certamente, niumero inteiro desse tipo ndo poderia existir. Ou seja, essa
correspondéncia ndo era um a um. Assim, segundo Cantor, existem nimeros desse tipo que
seja contado, portanto, ndo sera possivel contar todos os reais. Esse argumento foi conhecido
como processo da diagonal de Cantor. Uma outra ideia surgiu da no¢do da ndo contagem dos
nameros reais: A incomensurabilidade (Boyer, 1996).

A nocdo de incomensurabilidade surgiu quando os gregos, manipulando nimeros inteiros
naturais e suas razdes, realizaram comparagdes de grandezas geométricas em inimeros entes
geométricos: quadrado, pentagono regular e cubo. Até que, perceberam a existéncia de
segmentos de reta, ditos incomensuraveis, independente da unidade de medida usada. Surge,
portanto, a no¢ao de namero irracional.

Um dos primeiros nimeros mostrado como irracional, pois, contradiz o argumento da
racionalidade, foi av/2 . Aristoteles faz uma demonstracdo, usando um raciocinio conhecido

como demonstracdo por absurdo que apresentaremos a seguir:

Seja V2, um nimero racional. Logo, ele pode ser expresso por uma razdo

o |

irredutivel, ou seja, simplificando todos os fatores comuns que p e q possam ter

(nesse caso, p e g sdo ditos primos entre si), com p e q inteiros e q =0. Dai, temos:
2
2= oy seja: p_2 =2 e portanto: p?=20° Istoé: p? é par.
q q

Logo, p,também, épar. Seja p = 2k, knatural. Substituindo p acima, temos:
(2k)? = 29 Dai,tem-se: 2qg?=4k% Simplificando, chegamos em:
q>=2k% Ouseja: g é par, pois, k? € um nimero inteiro. Dai, q é par. Uma
contradicdo, pois, supomos, desde inicio, que eles eram primos entre si, ou seja, que eles ndo
teriam fatores comuns. Essa contradi¢do se deu ao fato de se ter suposto que a V2 eraum

namero racional. O que nédo se confirmou.
Por outro lado, certamente, sendo um quadrado uma figura bidimensional e um

segmento, uma figura unidimensional, esperamos que, no primeiro, haja mais pontos que no
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segundo. De forma surpreendente, isso ndo ocorre. Ou seja: 0 numero cardinal do conjunto

de pontos em um quadrado € 0 mesmo que o numero cardinal do conjunto de pontos em um

segmento, mesmo que ele tenha a mesma medida que o lado. Para provar isto, definiremos a
seguinte correspondéncia:

Se (x; y) é um ponto do quadrado de lado unitario, suas coordenadas podem ser escrito como
decimais:

0O,a1a2aszas ...,

0,bi1bobsbs... e

X

y

para evitar ambiguidade, escolnemos sempre para % 0 nimero 0,25000... ao inveés de

0.24999 .... Agora, para o ponto (x;y) do quadrado, atribuimos o ponto do segmento [0; 1],
z =0,a1bi1azb2azbzasbs...

Assim sendo, de forma clara, os pontos (x;y) ¢ (x’;y’) do quadrado
corresponderdo a pontos diferentes z e z’ do segmento, de modo que o niimero cardinal do
quadrado ndo possa exceder o do segmento. Ou seja, € uma correspondéncia perfeita. Isto é:
No quadrado unitéario tem tantos pontos quanto no segmento unitario. (COURANT, R.
ROBBINS, H. 2000 p. 98)

12 A nocao de corte

A nocdo de corte € outra nocao que, de alguma forma, guarda uma forte relagdo com a
nocdo de ordem e de infinito. Dar um corte num conjunto X ¢ dividi-lo em dois outros
conjuntos, A e X\ A, ndo vazios, tal que a partir de um elemento k e X, pode-se observar
que um deles (A ou X\ A) fique com todos os elementos x e X com x < k, por exemplo,
0 conjunto A e o outro com todos os elementos x € X com x > k, o conjunto X\ A. O
conjunto A, é definido como o corte dado em X. Algumas atividades, em sala de aula, podem
ser dirigidas no sentido da conceituacdo do corte. A nocdo de corte foi uma forma alternativa
para se definir o namero irracional, escolhida por Richard Dedekind .

Em outras palavras: Sejam M: e M2 dois conjuntos contidos no conjunto denso X, tais
que, cada elemento de X pertencaa M: oua M: e que todos os elementos de M; precedam
cada elemento de My, entdo, existe, em X, um elemento k de maneira que todo elemento x
de X que preceda k, estaem M1 e que todo elemento x que seja igual ou suceda k, estd em
M2, de modo que o conjunto M1 seja o corte dado em X e que todo corte efetuado num conjunto
denso X, serd produzido por um Unico elemento e, nesse caso, o0 elemento k (COURANT, R.
ROBBINS, H. 2000 p. 82).
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13 Intervalos aninhados ( Ou encaixados!)

Aqui ndo nos cabe, no nosso entendimento, definir intervalos de nimeros reais.
Partiremos com a nocao de que se tenha conhecimento. Uma outra ideia importante para o
calculo e a analise é a de intervalos aninhados Essa expressdo significa que podemos sempre
considerar intervalos contidos em outros, encaixados. Assim consideremos qualquer sequéncia
deintervalos 11, 2, I3, l4, ... In ... sobre a reta numérica com pontos extremos racionais, cada
um contido no outro, sucessivamente, de tal modo que supostamente, o ultimo, tenha
comprimento proximo de zero, a medida que n aumente. Uma sequéncia desse tipo é
denominada de sequéncia de intervalos aninhados ou encaixados (Fig.14). No caso de
intervalos decimais, o comprimento de I, ¢ 10™". Assim, podemos postular que existe um
namero real que pertence a todos os intervalos dessa sequéncia, sem excecdo, e em todas as

sequéncias desse tipo. Se esse numero ndo for um namero racional, serd um numero irracional.
(p. 80).

Figura 14 Intervalos Encaixados (Aninhados)

Fonte: COURANT, R. ROBBINS, H. 2000 p. 82

14 Supremo e infimo

Seja A um subconjunto ndo vazio de numeros reais. Dizemos que A é limitado
superiormente se existe algum namero real M tal que paratodo ae A, a < M. M ¢ uma
cota superior de A. Também dizemos que ¢ limitado inferiormente quando existe um numero
real N tal que paratodo ae A, a > N. N éuma cota inferior de A. Dizemos que um

subconjunto A ¢é limitado, quando € limitado inferiormente e superiormente. Ou seja: existem
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Me N, tal que, N < a < M, para qualquer ae A ouainda: A — [N; M] (LIMA, 2006 pag.
74)

Seja A um subconjunto ndo vazio de nimeros reais e limitado superiormente. Dizemos
que o numero real s é o supremo de A se estdo satisfeitas as duas seguintes condicgdes:

19) s>a, VacA;

28 Se r éumndmeroreal talque r > a paratodo aeA, entdo, s<r.

Essas condicBes consistem na caracterizagdo do supremo. Que equivale a dizer que s é
a menor das cotas superiores de A.  Por outro lado, se A é um subconjunto ndo vazio, de
numeros reais, e limitado inferiormente, entdo, dizemos que t € o infimo de A quando as
condigdes que se seguem sdo satisfeitas:

19 a>t, VaeA;

2% Se r éumnumeroreal talque a >r paratodo aecA, entdo, r<t.
Obs. A ideia que podemos ter, de todas as cotas superiores, uma cota menor e de todas as cotas
inferiores, uma maior, é relevante no ensino da educacgéo bésica, visando os cursos relacionados
com o célculo . Essa educagdo tem que ser basica para alguma coisa! Que seja para 0 ensino

superior.

15 Os numeros Reais

E importante observar, a partir dessas nogdes mostradas anteriormente, que existem
subconjuntos ndo vazios de @Q, limitados superiormente, que ndo admitem supremoem Q. O
conjunto dos nimeros reais € uma extensao do conjunto dos nimeros racionais, construido com
0 objetivo de preencher as lacunas de Q, determinadas pela auséncia desses supremos.

A ideia da extensdo de Q é devido ao matematico grego Eudoxo de Cnido (séc. IV a.C)
e se baseia na observacdo de que um nimero real, ndo racional, fica determinado pelos niUmeros
racionais que o precedem, ou seja, sdo os cortesem Q (DOMINGUES H. H, 1991). Portanto,
construir uma conjunto formado pelos racionais e todos esses cortes. A esse conjunto,

denominamos conjunto dos numeros reais, denotado por R. Ou seja, R € o conjunto de todos

0s cortes racionais ou ndo em @, pois, todo racional é um corte em Q.

Uma outra oportunidade que temos para a utilizacdo das nogdes que estéo relacionadas
com o conceito de infinito e com o préprio conceito sdo as construg¢des do conjunto dos numeros
reais. As mais comuns sdo a construcdo por cortes de Dedekind, por sequéncia de Cauchy,
por expansao decimal e por medicdo de segmento de reta. Algumas dessas construces podem

ser feitas até mesmo no ensino fundamental.
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