UNIVERSIDADE DO GRANDE RIO “Prof. José de Souza Herdy”
UNIGRANRIO
MESTRADO PROFISSIONAL EM ENSINO DAS CIENCIAS NA
EDUCAGAO BASICA

Antonio Carlos Bastos

RESOLUGCAO DE PROBLEMAS: UMA DISCUSSAO SOBRE
O ENSINO DE ANALISE COMBINATORIA

Duque de Caxias — RJ — Mar¢o
2016



Antonio Carlos Bastos

RESOLUCAO DE PROBLEMAS: UMA DISCUSSAO SOBRE
O ENSINO DE ANALISE COMBINATORIA

Dissertacdo apresentada ao Curso de Pos-
Graduacao em Ensino das Ciéncias na Educacéao
Basica da Universidade do Grande Rio “Prof. José
de Souza Herdy”, como requisito parcial a obtencao
do titulo de Mestre.

Orientagao: Profa. Dra. Eline das Flores Victer

Co-orientagao: Profa. Dra. Jurema Rosa Lopes

Duque de Caxias
2016



CATALOGACAO NA FONTE/BIBLIOTECA - UNIGRANRIO

B327r Bastos, Antonio Carlos.
Resolucéo de Problemas: uma discussdo sobre o ensino de analise
combinatéria / Antonio Carlos Bastos. — 2016.
129 f.:il. ; 30 cm.

Dissertacdo (mestrado em Ensino das Ciéncias na Educacéo Basica) —
Universidade do Grande Rio “Prof. José de Souza Herdy”, Escola de
Educacao, Ciéncias, Letras, Artes e Humanidades, 2016.

“Orientadora: Profa. Eline das Flores Victer”.

“Co-orientagéo: Profa. Jurema Rosa Lopes”.

Bibliografia: f. 111-113.

1. Educacéo. 2. Matematica - Histéria. 3. Matematica — Estudo e ensino.
4. Instituicdes de ensino médio. 5. Resolugdo de problemas. I. Victer, Eline
das Flores. Il. Lopes, Jurema Rosa. lll. Universidade do Grande Rio “Prof.
José de Souza Herdy”. IV. Titulo.

CDD - 370




Antonio Carlos Bastos

RESOLUCAO DE PROBLEMAS: UMA
DISCUCAO SOBRE O ENSINO DE
ANALISE COMBINATORIA

Dissertagao apresentada ao Curso de Poés-Graduagido em
Ensino das Ciéncias na Educagio Basica da Universidade
do Grande Rio “Prof. José de Souza Herdy”, como requisito

parcial a obtengao do titulo de Mestre.

Aprovada em 29 de margo de 2016

Comisséo examinadora:

&Q&vuﬂ{%@v
Profa. Dra. Eline da¥ Flores Victer
Universidade do Grande Rio — Unigranrio

7 /
A - /
4 [P £5 / A g
il : (5 g P V7

Profa. Dra. Jurema Rosa L'opes
Universidade do Grande Rio — Unigranrio

,f/(( &M\«%mu{f(»(}v\/ (~=
Profa. Dra. Giselle Faur de Castro Catarino
Universidade do Grande Rio — Unigranrio
Universidade do Estado do Rio de Janeiro — UERJ

ey [ E— ”
'\\df-\ J.'Ci\..j' Q\CL/L—‘*- W (/(_IK‘_% x \/ E/{/.'\,-'I‘\.-"--‘
Wallace Vallory Nunes ™
Instituto Federal do Rio de Janeiro — IFRJ

(')'\ Cail "Q"L«: (Xl__k_ 0. \*f L L" L’/.Qb Q
Lucid Maria Villela Aversa
Universidade Severino Sombra - USS




AGRADECIMENTOS

Em primeiro lugar a Deus, por estar comigo em todos os momentos.

A minha familia, pelo carinho e compreensao.

A minha orientadora Eline das Flores Victer, por me mostrar suas criticas e
sugestbes para elaboracao deste trabalho, e com o mesmo carinho, a minha co-
orientadora Jurema Rosa Lopes.

Aos professores e funcionarios do programa de Pés-Graduacdo em Ensino
das Ciéncias na Educacao Basica da UNIGRANRIO pela atencao e dedicacao.

Aos amigos de Mestrado, pelas discussdes e reflexées que compartilhamos.

Aos alunos que participaram da pesquisa, pela dedicacdo as atividades
realizadas, pelo carinho a minha pessoa e, claro, de modo reciproco.

Aos professores da Banca, pelas criticas e varias sugestdes que contribuiram

para o refinamento deste trabalho.



RESUMO

Este trabalho buscou investigar uma proposta de ensino que utiliza como ferramenta
didatica a Histéria da Matematica e a Resolucdo de Problemas, para o ensino e a
aprendizagem da Analise Combinatéria, assunto normalmente tratado no 2° ano do
Ensino Médio. Por sua vez a Analise Combinatéria tem por finalidade estabelecer
métodos de contagem, ou mais simplesmente, problemas de contagem, e é tida
como um dos assuntos de maior dificuldade. Para a realizacdo desse feito,
buscamos na literatura autores que sao favoraveis a utilizagdo da Historia no ensino
e aprendizagem da Matematica e seus principais argumentos, autores que
acreditam na eficacia do ensino e aprendizagem a partir da Resolugéao de Problemas
e por fim salientamos as contribuicées vindas de obras e textos sobre a Histéria da
Matematica. O presente trabalho visou contribuir com o ensino e a aprendizagem da
Andlise Combinatéria; a fim de trazer uma Matematica mais humanizada,
relacionada com fatos historicos e com aplicagées no mundo real. Em seguida este
trabalho foi aplicado a uma turma do Ensino Médio, em uma escola publica do
Estado do Rio de Janeiro e analisado. Verificamos que o contetdo foi assimilado
com facilidade e houve um melhor aproveitamento pelos alunos. Desejamos que, a
partir desse trabalho haja um melhor entendimento acerca desse tema que é
relevante no estudo de Matematica. Ainda com base na dissertacao, elaboramos um
livro, com o seguinte titulo: “A Andlise Combinatéria Desenvolvida com Aspectos
Histéricos”, que é o produto educacional, onde estabelecemos conceitos
combinatérios através de fatos historicos e problemas. A maior dificuldade que
tivemos foi a falta de trabalhos que se referem especificamente a Histéria da Analise

Combinatoéria.

Palavras-chave: Analise Combinatéria. Ensino Médio. Resolugcdo de Problemas.
Historia da Matematica.



ABSTRACT

This work aimed to investigate a proposal for teaching that uses as a teaching tool to
the History of Mathematics and Problem Solving, for the teaching and learning of
Combinatorial Analysis, subject usually treated in the 2nd year of High School. In its
turn, the Combinatorial Analysis aims to establish counting methods, or more simply,
counting problems, and is considered as one of the issues of greatest difficulty. For
the realization of that done, we seek in literature authors who are favorable the use
of History in the teaching and learning of mathematics and its main arguments,
authors who believe in the effectiveness of teaching and learning with the Problem
Solving and finally we emphasize the contributions from works or texts on the History
of Mathematics. The present work aimed to improve the teaching and learning of
Combinatorial Analysis; lastly, bring a Mathematic more humanized, related with
historical facts and with real-world applications. Then this work was applied to a class
of High School, in a public school of the State of Rio de Janeiro and analyzed. We
found that the content was assimilated easily and there was a better exploitation of
the students. We hope that, from this work, the study of Combinatorial Analysis, there
is a better understanding of this subject of Mathematics. Still based in the dissertation
we prepared a book with the title: "The Combinatorial Analysis Developed with
Historical Aspects"”, which is the educational product, where we established
combinatorial concepts through historical facts and problems. The greatest difficulty
we had was the lack of work specifically relate to the History of Combinatorial

Analysis.

Keywords: Combinatorial Analysis. High School. Problem Solving. History of
Mathematics.
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INTRODUCAO

A grande midia aponta ano apds ano para o permanente fracasso no
desempenho dos estudantes em Matematica: dados da Prova Brasil e as
notas do Exame Nacional do Ensino Médio (Enem) sdo exemplos de que ha
um abismo entre o que se ensina e o que de fato é aprendido. No que se
refere a Resolucdo de Problemas de Matematica aplicado a vida real, o
Brasil ocupa a 382 posicdo entre 44 paises avaliados pelo Programa
Internacional de Avaliacdo de Estudantes, Pisa (sigla em inglés). Um dos
conteudos considerado de mais dificil entendimento, na Escola de Ensino
Médio, € a Analise Combinatéria. Por isso, como professor de Matematica
do Ensino Médio, ha mais de vinte e cinco anos atuando na rede publica de
ensino, a principio como professor da Secretaria Estadual de Educacgéo do
Rio de Janeiro e nestas duas ultimas décadas atuando no Instituto Federal
do Rio de Janeiro do Campus de Nilépolis e presenciando o desencanto dos
discentes por esse tema, comecei a refletir sobre a possibilidade de
investigar sobre o ensino e aprendizagem da Analise Combinatoria através
da Histéria da Matematica associada a Resolugao de Problemas.

De acordo com o Caderno do professor, organizado pela Secretaria
de Educacao do Estado de Sao Paulo, essa dificuldade em Combinatoria
existe nao sé entre alunos, mas também entre professores do Ensino Médio:
‘os conteudos pertinentes ‘a Analise Combinatéria e ao Calculo de
Probabilidades, [..] costumam trazer desconforto ndo apenas aos
estudantes, mas também aos professores” (SEE/SP - 2008, p. 9, apud
LOPES e REZENDE, 2011, p. 76).

De acordo com Morgado et al. (2006, prefacio), referindo-se a Analise
Combinatéria no 2° grau (hoje Ensino Médio): “tem sido frequentemente
indicada por professores do 2° grau como sendo a parte da Matematica mais
dificil de ensinar”.

Embasados nos referenciais teéricos que subsidiam esta pesquisa,
encontramos elementos que demonstram a eficacia de uma abordagem
pedagdgica fundamentada na Histéria da Matematica. Os autores Miguel
(1997) e Fauvel e Maanen (apud MENDES, 2006), entre outros, listam varias

potencialidades pedagogicas da Historia na Educacao Matematica, tais
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como fonte de motivagdo para o ensino-aprendizagem e humanizacao da
Matematica. Da mesma forma, a Resolucdo de Problemas também é
defendida na literatura para o ensino e a aprendizagem de Matematica: os
Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1997) apontam para essa
importancia, além de autores, como Van de Walle (2009), Polya (2006) e
D’Ambrosio (1993), entre outros.

A preocupacado com o Raciocinio Combinatério no Ensino Médio é
destacada nos Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 2000). Estes
documentos expressam a importancia e o cuidado que devemos ter quando
abordamos os conteudos de contagem, estatistica e probabilidade, pois
envolvem aplicacbes em questdes da Matematica no mundo real que
tiveram um crescimento grande e se tornaram bastantes complexas.

Embora a Analise Combinatéria seja um assunto de notéria
relevancia, poucas pesquisas envolvendo o tema Raciocinio Combinatério
foram encontradas, tanto a nivel nacional quanto internacional, segundo o
grupo GERACAO de pesquisa em Raciocinio Combinatério (ALMEIDA,
2010, p. 20).

Pode-se dizer que atualmente os métodos combinatérios sao
aplicados no calculo de probabilidade, de estatistica, problemas de pesquisa
operacional, da teoria da informacdo, em problemas de transportes e
problemas de matematica pura (MORGADO et al., 2006, p. 5; BACHX et al.,
1975, p.1).

Além de suas varias aplicagdes, o professor precisa despertar no
aprendiz uma curiosidade crescente ao apresentar o conteudo da Analise
Combinatdria, possibilitando que este desenvolva um espirito critico e
responsavel, despertando sua curiosidade e criando condi¢cbes para
progredir com segurang¢a no trabalho ou em estudos superiores. Por isso, o
estudo da Combinatoria merece atencédo especial no Ensino Médio. Essa
postura critica diante do conhecimento, ndo torna o aluno passivo nem
subordinado ao que Freire (2003) denomina de ensino “bancario”. Ao
contrario, conduz o aprendiz estimulado a se aventurar pelos novos
conhecimentos.

Contar a Histéria da Matematica ndo é so6 trazer fatos histéricos de

forma mecanica para sala de aula, mas desenvolver a Matematica com
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esses acontecimentos, relacionar a Matematica com fatos sociais, culturais e
politicos, uma Matematica como criagcdo humana, de fato, essencial para o
desenvolvimento das sociedades. Ainda, consideramos que através de
problemas também estabelecemos os conceitos matematicos, e com
problemas contextualizados, interdisciplinares ou até mesmo da Matematica
pura, acreditamos que podemos ter um ensino significativo e de facil
compreensao. Desta forma, pensamos também que as formulas se perdem
na memoéria com o tempo, mas o desenvolvimento do raciocinio é eterno.

Diante do exposto procuramos responder a seguinte questdo nesta
pesquisa: que contribuicdes uma proposta de ensino que recorra as
potencialidades pedagdgicas da Histéria da Matematica como ferramenta
didatica, associada a Resolucdo de Problemas, pode trazer para a
aprendizagem de Analise Combinatéria para uma turma do 2° ano do Ensino
Médio de uma escola publica do Estado do Rio de Janeiro?

Nossa hipdtese aponta que & possivel ensinar e aprender Analise
Combinatéria de modo mais interessante e significativo para os alunos
quando se desenvolve uma proposta baseada na Histéria da Matematica
integrada a Resolucao de Problemas.

Nosso objetivo geral foi investigar as potencialidades pedagdgicas da
Histéria da Matematica associada a Resolugdo de Problemas em uma
proposta de ensino e aprendizagem de Analise Combinatéria, para uma
turma do 2° ano do Ensino Médio de uma escola publica do Estado do Rio
de Janeiro.

Para isso, tragamos alguns objetivos especificos:
1°.) elaborar um produto educacional com base na Historia da Matematica e
Resoluc¢ao de Problemas;
2°.) avaliar como foi o aprendizado da Analise Combinatéria a partir do uso
da Histéria da Matematica e Resolucao de Problemas;
3°.) identificar as potencialidades da Histéria da Matematica que apareceram
com mais evidéncias em sala de aula (encontros) e verificar a relevancia (ou
boas razées) da Resolucdo de Problemas em sala de aula, para a
construgdo de conceitos e conteudos pertinentes a Andlise Combinatoria,

por alunos do Ensino Médio.
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Este estudo esta inserido no ambito de pesquisa qualitativa em
Educacao Matematica, em concordancia com Ludke, André (2001, p.12), por
isso a énfase € muito mais no processo do que no produto ou resultado.
Dentro do nosso problema estudado, para a coleta de dados empiricos,
utilizamos observacgao participante que de acordo com Moreira (2002, p.52)
o principal produto dessa observagédo participante resume em “relatos
detalhados do que acontece no dia-a-dia das vidas dos sujeitos e € derivado
das notas de campo tomadas pelo pesquisador’. Os acontecimentos e as
observagbes foram anotados no decorrer da aplicacdo da pesquisa, com
detalhes, num caderno, que denominamos de diario de pesquisa (ou de
campo). Além disso, para obtermos mais subsidios para a pesquisa
aplicamos um questionario e avaliagbes de provas escritas (discursivas),
com os alunos.

Esta dissertacdo, além da introducédo, esta organizada em cinco
capitulos. No primeiro, apresentamos uma breve revisdo bibliografica com
cinco trabalhos de pesquisadores brasileiros que nos inspiraram para a
nossa proposta a ser investigada.

No segundo, sera enfatizada um pouco da Histéria da Matematica na
Educacido no Brasil. Serdo destacadas as politicas publicas; os
pesquisadores em Educacao Matematica, Historiadores da Matematica e
Matematicos, que nos ajudaram na construgdo da nossa fundamentacéao
tedrica. Em seguida algumas discussbes reflexivas sobre o ensino da
Matematica. Além disso sera apresentada uma definicdo de Analise
Combinatéria adequada ao Ensino Médio, e também, uma segunda
definicdo de maneira mais geral e, por fim expomos um pouco dessa teoria
para embasar os capitulos que se sucedem.

No terceiro capitulo sera abordada a importédncia da contagem no
desenvolvimento das civilizagdes e as contribuicbes que estas civilizagbes
trouxeram para a Analise Combinatéria, além dos acontecimentos e
matematicos que aconteceram na Europa, principalmente do século XVII,
periodo em que a Combinatéria comegou a ser formalizada e teve um
desenvolvimento exponencial, gragas ao seu entrosamento com a teoria das

probabilidades.
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No quarto capitulo, sera apresentado nosso produto educacional e a
metodologia da pesquisa com a descricdo do passo a passo dos
procedimentos metodolégicos.

Finalmente no quinto capitulo é apresentado os resultados dos
encontros, as discussdes e analises.

Em nossa pesquisa recorremos as reflexbes da teoria da
aprendizagem significativa critica de Moreira (2011). De acordo com Moreira
(2011) na perspectiva aprendizagem significativa critica &€ permitido o sujeito
ao fazer parte de sua cultura e, ao mesmo tempo, estar fora dela, manejar a
informacao, criticamente, nao se sente paralisado diante dela; mudar sem
ser dominado pela mudancga; faz uso de novas tecnologia sem idolatra-la;
rejeitar as verdades fixas, as certezas, as definicées absolutas, as entidades
isoladas.

O presente estudo obteve aprovacdo do projeto de pesquisa no
Comité de Etica da UNIGRANRIO. Protocolado sob o nimero de CAEE
35562614.5.0000.5283(Anexo1).
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1. PESQUISAS DESENVOLVIDAS NA AREA

Neste capitulo apresentamos cinco pesquisas recentes relacionadas com o
ensino e a aprendizagem da Matematica, de forma que alguns pontos dessas
pesquisas trouxeram inspiracbes para o nhosso trabalho. As duas primeiras
envolvendo a Histéria da Matematica, a terceira o tema central € Resolugao de
Problemas e as ultimas sobre a Analise Combinatéria no Ensino Médio. Salientamos
que todas as pesquisas apresentadas foram realizadas por pesquisadores
brasileiros.

O tema: “Histéria da Matematica e suas potencialidades pedagogicas em
salas de aula do Ensino Fundamental’ se refere ao artigo de Roque e Gomes
(2012). O artigo apresenta os principais resultados de uma investigacao sobre as
potencialidades pedagogicas da Histéria da Matematica em uma situacao real de
sala de aula, em turmas do 7° ano do Ensino Fundamental de uma escola publica da
Rede Municipal de Belo Horizonte. A realizacdo dessa pesquisa teve a cooperagao
da professora das turmas do 7° ano. As atividades foram elaboradas de forma que
relacionassem a Histéria da Matematica com o tema “Numeros Inteiros”. As autoras
buscaram os tedricos da aprendizagem situada, com origem nos trabalhos de Lave
(1996), Lave e Wenger (1991) e Wenger (1998). Nela a aprendizagem ¢é vista, de
acordo com Matos (1999, p.67), como: “um fe- némeno situado e construido
socialmente”.

A coleta de dados se deu através da observacao participante, dois
questionarios aplicados aos alunos, relacionados com as atividades e também
entrevistas com a professora da turma e com alguns alunos. Apés a investigacao,
evidenciaram a Histéria como fonte de motivacdo, bem como fonte de método
pedagogicamente adequado e interessante, para a abordagem dos numeros
inteiros; sendo portanto uma contribuicao para a pratica didatica.

Roque e Gomes (2012), afirmam que as dificuldades para integrar a Histéria
da Matematica as praticas pedagogicas foram duas, a primeira se refere aos
recursos, ou seja, dificuldades de encontrar materiais produzidos no Brasil e a outra
diz respeito a especialidade, isto &€, a necessidade de o professor ndo soé ter

conhecimento de Matematica, mas conhecimentos historicos.
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O trabalho: “Contribuicbes da Histéria da Matematica para a Construcao dos
Saberes do Professor de Matematica” apresenta os resultados de Araman e Batista
(2013), que trata de uma investigacao a respeito dos conhecimentos advindos de
estudos da Historia da Matematica para o processo de formacdo dos saberes
docentes. As investigacbes evidenciaram que os conhecimentos teoricos e
metodoldgicos da Historia da Matematica sdo importantes para a formacao do
professor. Para isso foram entrevistados professores que vivenciaram o processo da
construgao e aplicagao da proposta, apoiada na Histéria da Matematica, em sala de
aula. Os resultados trazem alguns saberes docentes, que fazem parte ou vao além
daqueles saberes ja explicitados pela literatura.

O objetivo da pesquisa foi compreender e explicar algumas relagdes entre os
conhecimentos tedricos e metodoldgicos advindos da Histéria da Matematica e a
construcao dos saberes de professores de Matematica.

Sao muitas as pesquisas que discutem os saberes docentes e a importancia
de investigagbes que estudem e explicitem os saberes construidos e mobilizados
pelos professores no exercicio profissional. Dentre elas, foram citadas Almeida,
Biojone (2007); Brito, Alves (2008); Fiorentini, Souza Junior, Melo (2003); Gauthier et
al. (1998); Shulman (1986); Tardif (2002).

A metodologia da pesquisa esta inserida no rol de pesquisa qualitativa em
Educacao Matematica, por isso a investigacao apresentada tem natureza descritiva,
onde a preocupacgao maior do pesquisador € no processo e nos seus significados e
n&o com os resultados (BOGDAN; BIKLEN, 1994; LUDKE; ANDRE, 1986).

Foram definidos, ap6s estudos teoricos, alguns aspectos da Histéria da
Matematica que sado importantes para a formacado dos saberes do professor de
Matematica e, para a andlise de dados empiricos, utilizaram entrevistas
semiestruturadas e a analise de conteudo, onde estes aspectos definidos
influenciaram.

Sintese do perfil dos professores participantes da pesquisa: do total de 6
professores, 3 eram mestres e 3 doutores, todos tinham um certo tempo de
profissdo e atuavam no ensino fundamental, médio e superior; a pesquisa foi
aplicada em turmas do ensino fundamental ou médio. Esses profissionais além de

terem contato com a Historia da Matematica e com estudos que evidenciam suas
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potencialidades na Educacdo Matematica, construiram e aplicaram propostas para
uso da Histéria da Matematica em sala de aula.

O estudo esta inserido no ambito de pesquisa qualitativa em educacéo.
Alguns destaques da pesquisa em relagao as entrevistas dadas pelos participantes
evidenciaram: a formacao recebida pelos professores muitas vezes nao é suficiente
para toda a complexidade de uma situacao real de ensino e da aprendizagem — Brito
e Alves (2008); Paiva (2008).

Como indica a literatura (BARDIN, 2000 e BURSAL, 2010), os professores
apresentam uma compreensao mitificada do conhecimento matematico, ou seja,
uma visao pouco adequada do conhecimento matematico, com a criacao de mitos e
herdis, e ndo uma visao de coletividade na construgao do conhecimento.

Os professores ouvidos alegaram que o contato que tiveram com o
desenvolvimento historico do conteudo matematico pesquisado proporcionou um
tipo de compreensao diferente daquela que tinha até entdo. Como indicam Brito e
Carvalho (2009).

A autoras declaram que os resultados auxiliaram na percepc¢ao da relevancia
dos conhecimentos tedricos na formacédo do professor, contribuindo para a
perspectiva do oficio feito de saberes.

O titulo: “Discutindo resolugdo de problemas' e exploracio-investigacao
matematica: reflexdes para o ensino de matematica” é do artigo produzido por
Lamonato e Passos (2011). O tema central € a Resolucao de Problemas, quando o
assunto & ensinar Matematica, nos diversos niveis de escolaridade. Este artigo
analisa aproximagdes e distanciamentos entre Resolucdo de Problemas e
exploracao—investigacao matematica, mostrando as contribuicbes e trazendo
reflexdes.

Para as autoras Lamonato e Passos (2011, p. 54):

Ha necessidade de entender, compreender e tratar a Matematica
COmo um processo, como uma ciéncia, de fato, que tem carater de
investigacao, que € um conhecimento historicamente em construcao
€ nao somente construido.

Assim, de acordo com essa visao, a Matematica nao € uma disciplina pronta e

acabada, ou seja, estatica, desqualificada como ciéncia.

'As autoras preferiram escrever Resolugdo de Problemas, com iniciais minusculas.
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As autoras, Lamonato e Passos (2011), afirmam que a literatura apresentada
em Educacdo Matematica, categorizam sob diversos temas ou abordagens, a
Resolugao de Problemas nos curriculos escolares. Elas destacam que para Stanic e
Kilpatrick (1989, p. 8, 9) em trés temas: (1) a “Resolucdao de Problemas como
contexto” subentende os problemas como “meios para atingir fins”; (2) a “Resolucao
de Problemas como instrumento” os problemas s&o vistos como competéncias “a
serem ensinadas no curriculo escolar” e finalmente (3) “Resolugdo de Problemas
como arte” os alunos devem aprender a arte de resolver problemas; neste tema os
autores nomeiam Polya, enfatizando que, segundo este autor, a Matematica
consiste em saber-fazer, e nisto esta a capacidade de resolver problemas.

Onuchic e Allevato (2004) afirmam que problema

é tudo aquilo que nao sabemos fazer, mas que estamos interessados
em saber. [] O problema é definido como qualquer tarefa ou

atividade para a qual os estudantes ndao tém método ou regras
prescritas ou memorizadas, nem a percepcdo de que haja um
método especifico para chegar a solugdo correta. (ONUCHIC,
ALLEVATO, 2004, p. 221)

A exploracao-investigacdo matematica, pode ser entendida, de acordo com
Lamonato e Passos (2011, p. 62-63), como um meio pelo qual pode ocorrer a
aprendizagem da Matematica em um processo que busca possibilitar ao estudante
momentos de producgao/criacdo de seus conhecimentos matematicos, respeitando o
nivel de desenvolvimento em que ele se encontra. Evidencia que aprender e ensinar
sejam diferentes de transmitir e adquirir conhecimentos.

Na busca de aproximagdes e distanciamentos, em relacao a Resolugcao de
Problemas e exploragao-investigacao matematica, segundo as autoras(2011), nao
importa a maneira como é entendida a Resolucado de Problemas, mas o que vai
fazer a diferenca € a forma como sera apresentada a tarefa e o modo de conducgéao
da mesma. Além disso, quanto mais a Resolu¢do de Problemas for entendida como
pratica para a aplicacdo de procedimentos, mais ela diverge da exploragao-
investigacdo matematica. Tanto a Resolugdo de Problemas como a exploracao-
investigacado matematica sao opg¢des centradas no aluno.

As autoras destacam algumas das potencialidades, entre outras, para o
ensino e aprendizagem de Matematica, nestes tipos de atividades, como:

Proporcionar momentos de trabalho em grupo que apostam na
organizagao e na troca de experiéncias e conhecimentos; colaborar
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para que as crencas e concepcdes dos alunos a respeito da
Matematica e seu ensino estejam mais préoximos da natureza desta
disciplina, valorizando o carater cientifico da Matematica, com
influéncia direta em sua posicao perante esta ciéncia; possibilitar ao
professor momentos de partiha de informacdes e melhor
conhecimento dos processos de aprendizagem de seus alunos, com
consequéncias para suas crencas e concepgdes a respeito do
ensino, da aprendizagem da Matematica e das aulas propriamente
ditas. (LAMONATO e PASSOS, 2011, p. 70)

De acordo com o tratamento dado a Resolugdo de Problemas, na visao de
Lamonato e Passos (2011), o trabalho podera ou nao aproximar-se da exploragao-
investigacdo matematica. Tudo dependera dos objetivos e ac¢des do professor, das
oportunidades aproveitadas na sala de aula e atividades do aluno.

O titulo: “Uma Abordagem da Analise Combinatéria sem o uso Abusivo de
Formulas” se refere ao trabalho de dissertagdo desenvolvido por Santos (2013), que
visa o ensino e aprendizagem da Analise Combinatéria sem o uso abusivo de
fébrmulas, para o Ensino Médio das escolas publicas brasileiras. A questao
motivadora do trabalho foram as dificuldades existentes com o ensino ou
aprendizagem da disciplina citada.

Santos (2013) comeca seu trabalho abordando tépicos da Histéria da Analise
Combinatoéria, sendo enfatico em aspectos da origem da contagem. Ele considera a
Historia da Analise Combinatéria como um recurso metodolégico em sala de aula e
um importante e rico material didatico. Para contar um pouco de Histéria o autor
busca, principalmente, Biggs (1979) e Vazquez (2004).

Salientamos que Santos (2013) nao esclareceu como poderiamos usar a
Histdéria como recurso; limitou-se a contar um pouco de Histéria da Combinatoria.

Seu estudo esta baseado, entre outros autores, Morgado et al. (2006) e Lima
(2006).

Santos (2013) busca Morgado et al. (2006) para cita que apesar da
Combinatéria dispor de técnicas gerais que permitem atacar certos tipos de
problemas, muitas vezes em que vamos resolver um problema de contagem,
utilizamos um processo engenhoso que exige a compreensao plena da situacao
descrita pelo problema.

Santos (2013) continua, acrescentando que Lima (2006) destaca como um
dos aspectos que pode contribuir para o sucesso dos estudantes do Ensino Médio,

no que se refere a aprendizagem da Analise Combinatéria, € evitar o uso abusivo de
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fébrmulas ou excesso de casos particulares, que obscurece as ideias gerais e torna o
entendimento do assunto mais complicado.

Santos (2013) acredita ser fundamental procurar habilitar o aluno com a
analise cuidadosa de cada problema e que, para a Resolugao de Problemas de
contagem sera necessario parar, concentrar, discutir, pensar, se imaginar no papel
da pessoa que vai fazer a “coisa” pedida pelo problema, procurando trocar a decisao
a ser tomada por uma sequéncia de decisées mais simples e sucessivas.

Uma variedade de exemplos sdo apresentados em seu trabalho, fazendo um
paralelo entre solucionar os problemas de contagem usando simplesmente o
Principio Fundamental da Contagem e solucionar os problemas usando algumas
férmulas tradicionais da Combinatéria.

Propéem uma atividade? destinada a alunos do segundo ano do Ensino
Médio relacionada ao dia-a-dia, com o intuito de despertar nos alunos um maior
interesse pela Analise Combinatéria e por outro lado motiva-los a aprofundar seus
conhecimentos desse assunto, como pré-requisito para a atividade seria necessario
que o aluno ja tivesse contato com o Principio Fundamental da Contagem.

Santos (2013) busca Silva (2006) para dizer que todo o conhecimento que o
aluno desenvolve é construido na relagdo consigo, com os outros e com o objeto do
conhecimento — tudo ao mesmo tempo. Ou seja, o aluno nunca aprende sozinho.
Por esta razdo recomenda que a atividade seja realizada em dupla.

Santos (2013), para fazer uso de materiais e tecnologia, aconselha a titulo de
revisdo € maneira interessante de abordar a Combinatoéria, os links do Rived, que
tém como objetivo facilitar o processo de ensino e aprendizagem através de
exemplos praticos e explicagdes de varias situagdes praticas, envolvendo a
Combinatéria.

O titulo: “Ensinando e Aprendendo Analise Combinatéria com Enfase na
Comunicagao Matematica: Um Estudo com o 2° ano do Ensino Médio” é da pesquisa
de Almeida (2010), que investiga uma proposta de ensino que tem como énfase a

Comunicagdo Matematica, construida com base na resolugcdo de situacdes-

2 A atividade proposta por Santos (2013): Uma garota encontra-se no balcdo de uma padaria que
oferece seis opgdes diferentes de salgadinhos. Ela tem dinheiro para comprar trés salgadinhos e ela
também pode escolher salgadinhos repetidos. Nessas condi¢des, de quantos modos diferentes ela
pode comprar os 3 salgadinhos? Resposta: 56 modos diferentes.
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problema para a aprendizagem de Analise Combinatéria, em uma turma do 2° ano
do Ensino Médio de uma escola publica de Itabirito (MG).

Almeida (2010), para a constru¢ao de sua proposta, buscou, entre outros,
principalmente, Martinho e Pontes (2007), para dar suporte a “Comunicagéo na sala
de Aula de Matematica”.

Os objetivos a serem alcangados, em Almeida (2010, p. 16) foram: avaliar a
mobilizagdo dos conhecimentos combinatérios ao longo da proposta; identificar as
principais estratégias utilizadas; analisar o desenvolvimento dos argumentos
utilizados pelos alunos ao longo do estudo; investigar o papel das discussdes em
pequenos e grandes grupos e identificar como os estudantes avaliaram a proposta.

A autora buscou uma comunicagdo matematica entre alunos e professor para
a construcdo de um entendimento melhor dos conceitos ligados a Combinatéria e
que estimulasse a argumentacao e a expressao.

Em Almeida (2010), no ambiente da proposta os alunos foram estimulados a
argumentacdo e a discusséo de situagdes-problema em pequenos e grandes
grupos. De modo que cada aluno se tornasse um participante importante para sua
prépria aprendizagem.

Para a coleta de dados foram utilizados notas de campo (diario da pesquisa),
gravacdes em audio e video de todas as aulas, registros produzidos pelos alunos ao
longo das aulas, questionarios e testes diagnésticos (tudo realizado com a
permissao dos alunos).

Ao final, no que tange a comunicagédo, de acordo com Almeida (2010), os
alunos ainda apresentaram algumas dificuldades em argumentar apresentando suas
ideias, mas ja eram capazes, em alguma medida, de estabelecer analogias e
observar criticamente as respostas e resolucbes apresentadas pelos colegas. A
autora observou também melhora na maneira de resolver problemas, comparada
com a do comecgo da pesquisa, e a quantidade expressiva de alunos que utilizaram o
Principio Fundamental da Contagem e outras técnicas de contagem. Cem por cento
dos alunos que responderam ao questionario afirmaram que houve aprendizagem.
Este trabalho alcangou seus objetivos, de acordo com os resultados obtidos e
analisados pela autora.
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Os pontos relevantes das pesquisas que podemos associar ao nosso trabalho
sado: nas duas primeiras pesquisas envolvendo Histéria no ensino e aprendizagem
da Matematicas, destacamos as contribuicées que trouxeram para pratica didatica.
Por outro lado os pesquisadores tiveram dificuldade em encontrar recursos para a
integrar a Histéria da Matematica as praticas pedagdgicas. Ressaltamos também
que nao encontramos pesquisas envolvendo Historia da Matematica e Analise
Combinatoria.

Ja as pesquisas envolvendo o ensino e aprendizagem da Analise
Combinatéria no Ensino Médio, os autores trabalharam com Resolucido de
Problemas. No nosso ponto de vista algumas das peculiaridades destas pesquisas e
da pesquisa cujo tema central € a Resolugdo de Problemas que nos chamaram a
atencao foram: o cuidado para o uso nao abusivo de férmulas e o excesso de casos
particulares que podem tornar complicado o entendimento do tema abordado, a
importancia do trabalho em grupo, a forma com conduzir as atividades, respeitando

o nivel de desenvolvimento em que o aluno se encontra.
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2. A HISTORIA E A RESOLUCAO DE PROBLEMAS NO ENSINO-APREDIZAGEM
EM MATEMATICA E ANALISE COMBINATORIA

Comecgamos este capitulo, com um breve resumo da Histéria da Matematica
na Educacao no Brasil, onde destacamos as politicas publicas que incentivaram o
uso da Histéria da Matematica nas praticas escolares. Em seguida, de maneira
sintética, trazemos os pensamentos de autores que evidenciam as potencialidades
da Histéria da Matematica em sala de aula e seus principais argumentos. Além
disso, também com base na literatura, buscamos argumentos favoraveis a
Resolucao de Problemas para o ensino e a aprendizagem em Matematica, para em
seguida discutirmos sobre o ensino da Matematica. Por ultimo, trazemos um pouco
da teoria da Analise Combinatéria para embasar os capitulos que se sucedem. Para
essa realizagdo evocamos, principalmente, pesquisadores em Educacéao
Matematica, Historiadores em Matematica e Matematicos.

Nossa investigagdo buscou a integracao de duas tendéncias que vém
recebendo, também entre outras, atencdo em Educacédo Matematica (EM), ou seja,
a Historia da Matematica e a Resolugao de Problemas.

De acordo com Miguel e Miorim (2001, p. 17-19), em 1931, com a Reforma
do Ensino Secundario (equivalente, hoje, aos 4 ultimos anos do Ensino Fundamental
e todo o Ensino Médio), conhecida como Reforma Francisco Campos (ou também
Movimento da Escola Nova), apresentada pelo Primeiro Ministro da Educacéao e
Saude, Francisco Campos, expressava que no ensino escolar deveria conter ligeiros
fatos da Historia da Matematica. Por isso alguns autores de livros didaticos seguiram
essa orientacdo. Essa Reforma do ensino talvez tenha sido a primeira proposta
oficial de insercao da Histéria da Matematica na Educacéao. Ainda, conforme Miguel
e Miorim (2011), podemos destacar a obra de Cecil Thiré e Melo e Souza, conhecida
como Mathematica. Os textos historicos dessa obra trazem informacdes a respeito
de “personagens, povos ou temas especificos da Matematica”. Entre os temas, tem
um que se refere “as mulheres na Matematica”, que foi produzido pelos autores.
Alguns outros textos de Cecil Thiré e Melo e Souza, na obra, tinham a preocupacao
em citar produc¢des de matematicos brasileiros, por exemplo, “A numeragao entre os

selvagens”, texto escrito pelo prof. do Colégio Pedro Il, Eugénnio de Barros Raja
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Gabaglia, que buscou seus escritos em autores contemporaneos que estudavam as
culturas primitivas.

De acordo com Silva (2001 apud MIGUEL e MIORIM 2011, p. 22), o primeiro
livro sobre Histéria da Matematica de autor brasileiro, intitulado de “O mais antigo
documento matematico conhecido (papyro Rhind)”, em 1899, foi de Raja Gabaglia.

Com a criacao dos Parametros Curriculares Nacionais®, nos Ultimos anos da
década de 1990, mais conhecidos como PCN, o governo federal teve como intengao
subsidiar as discussbées pedagogicas, por exemplo, na elaboragdo de projetos
educativos, no planejamento das aulas, etc., em todo o pais. Nos PCN, a Historia da
Matematica foi também contemplada no ensino-aprendizagem da Matematica. De
acordo com os Parametros Curriculares Nacionais, referindo-se as contribuicées ao
processo de ensino-aprendizagem, recorrendo a Historia da Matematica, dentre
outras fungdes, revela a Matematica como criacao humana, aponta as preocupacdes
de diferentes culturas, em épocas distintas da Historia, para a compreensao dos
avancgos e tomadas de decisdes do presente, considerando o conhecimento herdado
de geragdes passadas. Nos traz a possibilidade de estabelecermos conceitos
matematicos relacionados a acontecimentos histéricos, formando veiculos de
informacao cultural, sociologica e antropolégica de grande formacgéao, e ainda com as
ideias matematicas, construidas pelos alunos, podemos responder alguns “porqués”,
visando um espirito mais critico sobre os objetos do conhecimento. Entretanto, esse
documento alerta que, além do uso da Histéria da Matematica, devemos buscar
outros recursos didaticos e metodolégicos para a contribuicdo no processo ensino e

aprendizagem em Matematica (BRASIL, 1997).

2.1. Abordagem histoérica no ensino

Encontramos na literatura diversos autores que se colocam favoraveis as
potencialidades pedagdgicas da Histéria da Matematica (FAUVEL e VAN MAANEN;
1991, MIGUEL e MIORIM; 2011, MIGUEL, 1997; MENDES, 2009; MENDES et al.,
2006). Para uma melhor compreensao a respeito dessa abordagem, apresentamos

argumentos tedricos vindos da literatura em Educagao Matematica.

3 Estaremos sempre nos referindo ao volume 3 destinado a esta area.
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Mendes et al. (2006), buscaram Fauvel e Maanen, no livro “Using history in
mathematics education” (1991), para o enriquecimento dos argumentos favoraveis a
integracao da Histéria na Educagao Matematica.

1) A Histéria aumenta a motivagdo e a aprendizagem da
Matematica;
2) Humaniza a Matematica;
3) Mostra o seu desenvolvimento histérico através da ordenacao
e apresentacao de tépicos do curriculo;
4) Os alunos compreendem como os conceitos se desenvolveram;
5) Contribui para as mudancas de percepcbdes dos alunos com
relacdo a Matematica;
6) A comparacao entre o antigo e o moderno estabelece os valores
das técnicas modernas a partir do conhecimento desenvolvido ao
longo da Histéria da sociedade;
7) Ajuda a desenvolver uma aproximagdo multicultural para a
construcao do conhecimento matematico;
8) Suscita oportunidades para a investigacdo Matematica;
9) Pode apontar possiveis aspectos conceituais historicos da
Matematica que dificultam a aprendizagem dos estudantes;
10) Contribui para que os estudantes busquem no passado solugcdes
matematicas para o presente e projetem seus resultados no futuro;
11) Ajuda a explicar o papel da Matematica na sociedade;
12) Faz da Matematica um conhecimento menos assustador para os
estudantes e para comunidade em geral;
13) Explora a Histéria ajudando a sustentar o interesse e a satisfagao
dos estudantes;
14) Fornece oportunidades para a realizagdo de atividades
extracurriculares que evidenciem trabalhos de outros professores
e/ou outros assuntos (carater interdisciplinar da Histéria da
Matematica).

(FAUVEL e MAANEN apud MENDES et al., 2006, p. 86)

Os argumentos favoraveis a integracdo da Histéria da Matematica ao ensino
sao varios, além dos ja citados. Vamos acrescentar mais dois argumentos, referidos

por Miguel (1997), que julgamos compativeis no contexto da nossa pesquisa.

1) A Histéria pode servir de apoio para se atingir, com os alunos,
objetivos pedagdgicos que os levem a perceber, dentre outras
coisas: a Matematica como uma criagcdo humana; as razdes pelas
quais as pessoas fazem Matematica; as necessidades praticas,
sociais, econbmicas e fisicas que servem de estimulo ao
desenvolvimento da Matematica;

2) A Historia € um instrumento que pode promover a aprendizagem
significativa e compreensiva da Matematica.

(MIGUEL, 1997 apud ROQUE E GOMES, 2012, p. 82)

Tzanakis, Arcavi et al. (2000 apud ROQUE E GOMES, 2012) afirmaram que a

pratica didatica de professores e seu repertério pedagogico pode ser enriquecido e
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aperfeicoado mediante a interacdo com a Histéria da Matematica no processo
educacional.

A Histéria da Matematica pode ser incorporada ao processo de ensino-
aprendizagem da Matematica que ocorre em sala de aula, de acordo com Ferreira e
Rich (2001, apud D'AMBROS, 2006), de duas maneiras: implicita, ou seja, ocorre
quando a Histdria é utilizada como sinalizador do caminho a ser seguido, ou explicita
quando a énfase é colocada na prépria Histéria (ROQUE e GOMES, 2012).

Em nossa investigagdo em sala de aula, fizemos uso da Histéria da
Matematica de maneira implicita e explicita.

Iran Mendes (2009), autor de pesquisa que defende o uso da abordagem
histérica e investigativa nas aulas de Matematica, afirma que quando as informagdées
histéricas sao investigadas, interpretadas, experimentadas e analisadas “os
estudantes iniciam um processo de elaboracdo mental e simbdlica que favorece a
abstracao dos conceitos matematicos investigados” (MENDES, 2009, p. VII).

O texto abaixo aponta o pensamento dos pesquisadores em Educacao
Matematica, acerca da importancia da Histéria da Matematica na educacéao:

Existe um consenso quase unanime, entre os pesquisadores em
Educacdo Matematica, acerca da importadncia da perspectiva
histérica e da fundamentacgao epistemoldgica na formagao cientifica.
Nos ultimos anos a Histéria da Matematica vem se incorporando,
sobretudo a teoria e a pratica do ensino da Matematica. Assim
estabeleceu uma aproximacdo entre essas duas areas de
conhecimento, que ja foram consideradas tradicionalmente alheias
entre si. (VALDES, 2006, p. 9)

Mesmo quase sendo um consenso unanime a utilizacao da Histéria entre os
pesquisadores em Educacdo Matematica, ndo somos ingénuos de acreditar que a
Histéria é a solugao para todas as complexidades vividas em sala de aula de
Matematica. Contudo, em nossa visao, pensamos que a Historia possa contribuir
para modificar a atitude do aluno em relagdo a Matematica.

Para a realizagéo do nosso trabalho, desenvolvido no Capitulo 3, ou seja, um
pouco da Histéria da Analise Combinatéria, encontramos dificuldades na execugao.
Fizemos um estudo sobre a Histéria da Analise Combinatéria, baseados em
Boyer(1974), Eves (2004), Ifrah (2005) e outros.
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2.2. Resoluc¢ao de Problemas

Os primeiros escritos, referentes a Matematica, que vieram até nés das
antigas civilizagbes, sao problemas, em sua maioria, praticos e utilitarios, do dia a
dia, geralmente ligados a agricultura, criagdo de animais e as construcdes.

A preocupacgao em resolver problemas € bem antiga. Vé-se que ja existia em
torno de 1650 a.C., que é a data aproximada do papiro Rhind (ou Ahmes), um texto
matematico na forma de manual pratico que contém 85 problemas. O papiro Rhind é
uma fonte primaria rica sobre a Matematica egipcia antiga; descreve os métodos de
multiplicacdo e divisdo dos egipcios, o uso que faziam das fragbes unitarias®, sua
solucao para o problema de determinar a area de um circulo e muitas aplicacbées da
Matematica a problemas praticos (EVES, H. 2004).

No nosso entendimento, a Resolugdo de Problemas deve ser usada para
aprender conceitos e solidificar o conhecimento matematico adquirido. Quando
selecionamos problemas para o ensino-aprendizagem, queremos que os alunos
tenham uma compreensao de uma Matematica ainda nao estudada por eles.

Considere a visdo de Van de Walle, a respeito da Resolugdo de Problemas
para aprender Matematica:

Os estudantes devem resolver problemas ndo para aplicar
Matematica, mas para aprender nova Matematica. Quando os alunos
se ocupam de tarefas bem escolhidas baseadas na Resolugcado de
Problemas e se concentram nos métodos de resolucio, o que resulta
sdo novas compreensbes da Matematica embutida na tarefa.
(WALLE, 2009, p. 57).

Entre as definicbes de problema em Matematica, buscadas na literatura em
Educacao Matematica, vamos destacar a definicado de Hiebert et al. (1997, apud
WALLE, 2009, p. 57), por considerarmos relevante para este trabalho:

Um problema é definido aqui como qualquer tarefa ou atividade na
qual os estudantes nao tenham nenhum método ou regra ja
receitadas ou memorizadas e nem haja uma percepc¢ao por parte dos
estudantes de que haja um método “correto” especifico de solugao.

A selecao de propostas deve buscar especificamente problemas que agucem
a curiosidade dos alunos e estejam relacionados a fatos reais, e a maneira como
trabalhar em sala de aula através da Resolugdo de Problemas, de igual importancia

para o ensino e aprendizagem da Matematica. Por isso, descreveremos abaixo,

* FragOes unitarias sdo aquelas com o numerador igual a 1.
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recorrendo principalmente Walle (2009) e as ideias de D’Ambrosio (1993) alguns
atributos que nos ajudaram em sala de aula para nossa investigagao.
Na visdo de Walle (2009, p. 59):

Ao resolverem problemas, os alunos necessariamente estao
refletindo sobre as ideias inerentes aos problemas. Essas ideias
emergentes serdo provavelmente mais integradas com as ja
existentes e, portanto havera uma melhor compreensdo. Ao
contrario, ndo importa quido habilmente um professor forneca
explicagdes, instrucdes (ou receitas), os alunos continuardo a dar
atencao as instrucdes, mas raramente as ideias.

Nesta visao existe a preocupacao de trabalhar com a Matematica em sala de
aula dando valor as ideias extraidas dos problemas e a criatividade, desenvolvida
pelos alunos, para um melhor entendimento.

De acordo com Walle (2009), ensinar por Resolucao de Problemas é dificil,
pois as tarefas devem ser planejadas a cada dia e a compreenséao atual dos alunos,
levando em conta as necessidades curriculares. Contudo ha boas razdes para
prosseguir nesse esforco.

e A Resolugido de Problemas concentra a atencdo dos alunos
sobre as ideias e em dar sentido as mesmas;

e A Resolucado de Problemas desenvolve nos alunos a convicgao
de que eles sdo capazes de fazer Matematica e de que a
Matematica faz sentido;

e A Resolugdo de Problemas fornece dados continuos para a
avaliacdo que podem ser usados para tomar decisdes
educacionais, ajudar os alunos a ter um bom desempenho e a
manter os pais informados;

e A Resolucido de Problemas possibilita um ponto de partida para
uma ampla gama de alunos. As boas tarefas, baseadas em
Resolucdo de Problemas, possuem multiplos caminhos para
chegar a solucao;

e Uma abordagem de Resolugdo de Problemas envolve os
estudantes de modo que ocorrem menos problemas de
indisciplina;

o A Resolugio de Problemas desenvolve “o potencial matematico”;

e E muito divertido! Os professores que ensinam deste modo nunca
retornam a um método de ensinar por exposicdo de regras (e
receitas).

(WALLE, 2009, p. 59)

Os Parametros Curriculares Nacionais, consideram a Resolucao de
Problemas como a chave mais importante do ensino da Matematica.

O ponto de partida da atividade matematica nao é a definicdo, mas o
problema. No processo de ensino e aprendizagem, conceitos, ideias
e métodos matematicos devem ser abordados mediante a
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exploracdo de problemas, ou seja, de situacdes em que os alunos
precisem desenvolver algum tipo de estratégia para resolvé-las
(BRASIL, 1997, p. 43).

Podemos perceber a importancia dada a Resolucdo de Problemas para o
ensino e aprendizagem de Matematica.

A Resolucédo de Problemas como arte € descrita por Polya (2006) que
apresenta o0 método de Resolucdo de Problemas em quatro fases basicas, isto €,
compreensao do problema, estabelecimento de um plano, execuc¢do do plano e
retrospectiva (verificacao); para aplicar métodos criativos de Resolugdo de
Problemas e usar estratégias a serem desenvolvidas em sala de aula.

Ressaltamos que as quatro fases enfatizadas por Polya ndo correspondem a
uma sequéncia rigida, pois caso haja necessidade, deve-se verificar o que foi feito

antes.

Como resolver problemas a partir das ideias de Polya

Com base em Polya (2006), descrevemos algumas orientacdes e condutas
para a Resolucao de um Problema em Matematica, em aula.

O professor deve escolher bem o problema, de modo que nao seja nem muito
dificil nem muito facil, natural e interessante. O auxilio dado ao estudante deve ser,
nem demais e nem de menos, pois se demais nada sobra para o estudante fazer e
também se for deixado sozinho é possivel que nao tenha qualquer progresso.

O professor deve colocar-se no lugar do aluno e fazer perguntas ou
indicacdes que possam ocorrer ao estudante. A atuacao do professor deve ser com
discricao e naturalidade.

Na 12 fase é preciso compreender o problema, pois de acordo com Polya
(2006, p. 5), “¢ uma tolice responder a uma pergunta que nado tenha sido
compreendida”.

Tomando-se algumas indagacgdes, relativas ao problema, de forma natural e
simples:

e O que o problema quer saber (a incégnita)? Considere cada detalhe com o
intuito de perceber alguma nova interpretacao.
¢ Quais as informacgdes (sao os dados) que podemos extrair do problema?

e O problema tem alguma condi¢ao (condicionante)?
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Em Polya (2006, p. 29), “a atengdo concebida ao problema pode também
estimular a meméria e propiciar a recordacéo de pontos relevantes”.

Na 22, fase, quando resolver um problema, procure uma ligacao entre dados
e a incognita. Veja se ha algum problema antes resolvido, que possa ajudar a
chegar a um plano para a resolugdo. O alcance do plano, pelo menos de modo
geral, os conduz aos calculos ou aos desenhos que precisamos para encontrar a
incégnita. Em Polya (2006, p. 7), “o principal feito na resolu¢gdo de um problema é a
concepg¢ao da ideia de um plano”.

Na 32. fase, execucdo de um plano de resolugcao, geralmente, € muito mais
facil, basta verificar (ou revisar) cada passo, o que o levou a resolucao, realizando
todas as operacgdes algébricas e geométricas que ja verificou serem viaveis. Caso
necessario, faca alguma correcdo. De modo que o estudante deve ficar convicto da
correcao de cada passo e nas demonstracoes.

Finalmente, na 42 fase, examine a solugdo obtida, reconsiderando e
reexaminando o resultado final e o caminho que o fez chegar a este; os estudantes,
de acordo com Polya (2006, p. 12), “poderéo consolidar o seu conhecimento e
aperfeicoar a sua capacidade de resolver problemas”. O estudante deve verificar
também se consegue alcangar o resultado por outro caminho. O resultado (ou
meétodo) alcangado, talvez, seja possivel aplicar em algum outro problema.

A Resolucdo de Problemas é fundamental para ensinar e aprender
Matematica, especialmente em Analise Combinatoria, que em sua esséncia trata de
problema. Por isso, também, apoiado nas ideias de D’Ambrosio (1993), descritas
abaixo, trabalhamos com a Resolugéao de Problemas em sala de aula:

Assim como no processo de construcdo da Matematica como
disciplina, a esséncia do processo € a pesquisa, ha construcdo do
conhecimento para cada aluno, a esséncia do processo tem que ser
a pesquisa. Dificimente o aluno de Matematica testemunha a acéo
do verdadeiro matematico no processo de identificacdo e solugao de
problemas. O professor faz questao de preparar todos os problemas
a serem apresentados com antecedéncia; consequentemente, o
legitimo ato de pensar matematicamente é escondido do aluno, e o
unico a conhecer a dindmica desse processo continua sendo o
professor. O professor, com isso, guarda para si a emogado da
descoberta de uma solugcdo fascinante, da descoberta de um
caminho produtivo, das frustagbes inerentes ao problema
considerado e de como um matematico toma decisdes que facilitam
a solucao do problema proposto. O que o aluno testemunha € uma
solucao bonita, eficiente, sem obstaculos e sem duvidas, dando-lhe a
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impressdo de que ele também consegue resolver problemas
matematicos com tal elegancia. (D’AMBROSIO, 1993, p. 36)

Nesta perspectiva, no nosso entender, a construcdo do conhecimento
matematico & feita por quem aprende Matematica, os alunos, de onde vem as
duvidas, os erros e os questionamentos. De modo que os alunos sao levados a um
trabalho, em sala de aula, que considera as observacbes, as descobertas,
frustagcdes com os erros, os acertos e fundamentalmente ousadia para a tomada de
decisdes e para a resolucdo de um problema proposto. Essas a¢des sdo tomadas
em compartilhamento: professor e alunos. Nao desejamos que os alunos vejam uma
Matematica “pronta e acabada”, sem margem de duvidas, mas sim como um
processo, por meio de questionamento, em busca de respostas. Enfim, como uma
ciéncia, de fato.

O nosso trabalho foi desenvolvido através dessa interagao, isto &, dar énfase
ao ensino e a aprendizagem da Analise Combinatéria usando a Histéria da
Matematica como ferramenta didatica, associada com a Resolucédo de Problemas e
acbes tomadas em compartiihamento professor e alunos para a construgcdo de
conhecimentos.

A prépria Historia da Matematica indica que a Matematica foi construida em
respostas a problemas de ordem pratica.

Os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1997) recorreram ao
desenvolvimento da Histéria da Matematica para justificar a insercao a Resolucao de
Problemas como ponto chave do ensino e aprendizagem da Matematica.

A Histéria da Matematica mostra que ela foi construida como
resposta a perguntas provenientes de diferentes origens e contextos,
motivadas por problemas de ordem pratica (divisdo de terras, calculo
de créditos), por problemas vinculados a outras ciéncias (Fisica,
Astronomia), bem como problemas relacionados a investigacdes
internas a propria Matematica. (BRASIL, 1997, p. 42)

Acreditamos que a pratica didatica de sala de aula, nas aulas de Analise
Combinatéria, pode ter a sua sequéncia pedagdgica enriquecida e aprimorada
mediante a interacao da Histéria da Matematica e a Resolugao de Problemas, pois
tanto a Histéria da Matematica quanto a Resolugdo de Problemas sao ricas em
significados, podendo assim trazer para a aprendizagem da Matematica mais

compreensao e significados.
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Ressaltamos que nao encontramos nenhuma pesquisa que trouxesse o
binbmio: Histéria da Matematica e Resolucdo de Problemas para o ensino e
aprendizagem de Analise Combinatéria. Embora, entre os pesquisadores em
Educacao Matematica, tanto a Histéria da Matematica quanto a Resolugcao de

Problemas venha recebendo atencao.

2.3. Discussoées sobre o Ensino da Matematica

Quais os maiores desafios encontrados pelo professor no ensino de
Matematica? Os problemas do ensino da Matematica estariam na utilizacdo de
métodos tradicionais? O que fazer para superar as dificuldades dos alunos? A
participagdo do aluno é fundamental para o ensino? A aprendizagem significativa
critica pode facilitar o processo de ensino-aprendizagem?

Minha experiéncia como docente ha mais de vinte e cinco anos me autoriza a
dizer que o ensino, geralmente, que ocorre nas escolas € aquele em que o conceito
de “verdade” é absoluto. Em particular nessa visdo ha uma polarizagao do tipo boa
ou ma, a existéncia sempre de uma e somente uma resposta “certa”; o conceito que
a tecnologia € boa, é progresso, € qualidade de vida; o conceito de que o
conhecimento é “transmitido” por uma autoridade superior (professor) tem que ser
aceito sem questionamento (pelo aluno); o conceito de que a Matematica foi
construida por seres especiais, “génios”, que esta pronta e acabada e nado pode ser
também questionada.

Essa perspectiva mecanicista € denominada por Freire (2003) como
concepcgao bancaria que se funda em conceitos mecanicos, estaticos e consideram
os educandos como recipiente. A tarefa do professor € o de “encher” os educandos
de conteudos e de fazer depdésitos de falsos saberes que eles consideram como
verdadeiro e unico.

Dessa concepgao mecanicista resultam pessoas passivas, com dogmas
conservadores. Entretanto, entendemos justamente o contrario, que os alunos se
apropriem de um conteudo matematico que pode ser questionado, como um
processo.

Para o nosso feito, em sala de aula, encontramos, nas reflexées de Moreira
(2011) elementos que valorizam o conhecimento prévio dos alunos. Este processo,

que nao ¢ literal e nem arbitrario, o novo conhecimento adquire significados para o
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aluno e o conhecimento prévio fica mais riqueza, mais estabilidade e, de modo que,
mesmo os alunos fazendo parte dessa cultura, ndo se deixam subjugarem por ela,
por seus ritos, mitos e ideologias.

De acordo com Moreira (2011, p. 225) “a aprendizagem significativa
caracteriza-se pela interagdo entre o novo conhecimento e o conhecimento prévio”.
Logo, a aprendizagem se torna progressiva, ou seja, vai sendo captada e
internalizada progressivamente através da linguagem e da interacdo social,
principalmente.

[...] Aprender um conteudo de maneira significativa é aprender sua
linguagem, ndo sé palavras, (...). Aprendé-la de maneira critica é
perceber nessa nova linguagem como uma nova maneira de
perceber o mundo. O ensino deve buscar a faciltacdo dessa
aprendizagem e, ai, entra em cena o principio da interagdo social e
do questionamento; a aprendizagem da nova linguagem é mediada
pelo intercambio de significados, pela clarificacdo de significados,
enfim, pela negociacdo de significados que é feita por meio da
linguagem humana. (MOREIRA, 2011, p.232)

O questionamento como sinalizado por Moreira (2011) pode ser interpretado
como o inicio do didlogo de uma aprendizagem significativa em que o professor e
aluno compartilham e problematizam conhecimentos. E a discussdo polémica que
conduz a um pensar reflexivo e critico e como consequéncia, certamente, a uma
aprendizagem significativa critica. Moreira (2011, p.228) ainda afirma que “o
fundamental é que o professor e alunos tenham uma postura dialdgica, aberta,
curiosa, indagadora e nao apassivada, enquanto falam ou ouvem”.

[...] um ensino centrado na interagdo entre professor e alunos
enfatizando o intercambio de perguntas tende a ser critico e suscitar
a aprendizagem significativa critica. (...) “Uma vez que se aprende a
formular perguntas — relevantes, apropriadas e substantivas —
aprende-se a aprender e ninguém mais pode impedir-nos de
aprendermos o que quisermos.” (MOREIRA, 2011, p.228)

Dentro desse questionamento acontecem as negociagcdées que se expressam
num jogo de relevancias e significados presentes no encontro entre professor e
aluno. Nao podemos desconsiderar que os significados sejam quais forem, sao
atribuidos as pessoas que na pratica dialégica estdo associados aos seus
conhecimentos prévios. Conforme Moreira (2011) quando o aprendiz nao consegue

atribuir significados as suas palavras a aprendizagem & mecanica, nao significativa.
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Esclarecemos aqui que em Moreira (2011), na perspectiva da aprendizagem
significativa critica afirma que € permitido ao sujeito fazendo parte de sua cultura, ao
mesmo tempo, estar fora dela, manejar a informacgéo, criticamente, ndo se sentir
paralisado diante dela; mudar sem ser dominado pela mudanga; fazer uso de novas
tecnologia sem idolatra-la; rejeitar as verdades fixas, as certezas, as definices
absolutas, as entidades isoladas.

Ainda de acordo com Moreira (2011), em relacado a aprendizagem significativa
critica é preciso aprender que aprendemos a partir do que ja sabemos. Desta forma,
ele apresenta nove principios fundamentais para que haja aprendizagem
significativa critica.

Aprender/ensinar perguntas ao invés de respostas (Principio da
interacao social e do questionamento); aprender a partir de distintos
materiais educativos (Principio da ndo centralidade do livro de texto);
aprender que as pessoas sao perceptoras e representadoras do
mundo (Principio do aprendiz como preceptor/representador);
aprender que a linguagem esta totalmente implicada em qualquer e
todas as tentativas humanas de perceber a realidade (Principio do
conhecimento como linguagem); aprender que o significado esta nas
pessoas, hao nas palavras (Principio da consciéncia semantica);
aprender que o homem aprende corrigindo seus erros (Principio da
aprendizagem pelo erro); aprender a desaprender, a ndo usar
conceitos e estratégias irrelevantes para a sobrevivéncia (Principio
da desaprendizagem); aprender que as perguntas sao instrumentos
de percepcao e que as definicbes e metaforas sdo instrumentos para
pensar (Principio da incerteza do conhecimento); aprender a partir de
distintas estratégias de ensino (Principio da ndo utilizagdo do quadro
de giz). (MOREIRA, 2011, p.240)

Esses principios resumem a aprendizagem significativa critica, de modo que,
para que ela ocorra é necessario que o professor esteja atento a interacgéo,
respeitando a percepg¢ao prévia do aluno, suas experiéncias e sua predisposicao,
para relacionar de maneira nao arbitraria o novo conhecimento com o conhecimento
prévio.

Mas se ja se sabe o0 que é aprendizagem significativa, quais sao as
condi¢cbes para que ocorra e como facilita-la em sala de aula, o que
falta para que se possa promové-la como uma atividade critica?

Na verdade, falta muito. A comecar pela questdo da predisposicao
para aprender. Como provoca-la? Muito mais do que motivagao, o
que esta em jogo € a relevancia do novo conhecimento para o aluno.
Como leva-lo a perceber como relevante o conhecimento que
queremos que construa? (MOREIRA, 2011, p.226)
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No decorrer da Histéria da humanidade percebemos algumas situacdes,
como fatos ou feitos, que permite com a ajuda de algumas indagacgdes, que o aluno
construa conceitos de Analise Combinatéria. Nesse sentido, pensamos que tanto
professor como alunos, ao problematizar o mesmo tema, aprofundam
conhecimentos e encontram significados e possivelmente se apropriam de novos

conceitos.

2.4. Analise Combinatoria
Aqui daremos uma definicdo de Analise Combinatéria, adequada ao Ensino
Médio, em seguida uma segunda definicao de maneira mais geral; e, por ultimo

exporemos um pouco dessa teoria, para embasar os capitulos que se sucedem.

O que é Analise Combinatéria?
Nesta pesquisa, utilizaremos a definicdo de Analise Combinatéria, de acordo
com Hazzan (2004, p. 1), que diz que:

A Anadlise Combinatéria visa desenvolver métodos que permitem
contar o numero de elementos de um conjunto, sendo estes
elementos, agrupamentos formados sob certas condi¢des.

A definicdo acima esta de acordo com a Combinatéria estudada no Ensino
Médio, onde desenvolvemos este trabalho. Porém, para uma definicho de modo

mais geral, “[--] podemos dizer que a Analise Combinatéria € a parte da Matematica

que analisa estruturas e relagdes discretas”, Morgado et al. (2006, p. 1).

Dois tipos de problemas que ocorrem com frequéncia na Combinatéria, ainda
segundo Morgado et al. (2006, p. 2), séo “contar ou classificar os subconjuntos de
um conjunto finito e que satisfazem certas condigbes dadas” ou os denominados
problemas de existéncia que tém por objetivo “demonstrar a existéncia de
subconjuntos de elementos de um conjunto finito dado e que satisfazem certas
condic¢des”, como os Principios de Dirichlet e de Inclusdo e Exclusao.

Para os autores referidos, “a procura por técnicas de contagem esta
diretamente vinculada a histéria da Matematica” (MORGADO et al, 2006, 17). Além
disso, afirmam que a origem das operagdes aritméticas estédo ligadas a problemas

de contagem, o que vem ao encontro com nosso pensamento.
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Principio de Adicao
O enunciado do Principio de Adicdo de acordo com Morgado et al. (2006),

nos diz:
‘Se A e B sao dois conjuntos disjuntos, com p e ¢ elementos,

respectivamente, entdo 4 U B possui p +¢g elementos.” (MORGADO et al., 2006, p.

18). A seguir, podemos encontrar a ilustragao do Principio da Adi¢cao na Figura 1.

Figura 1: llustrac&o do Principio de Adicéo
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Fonte: Adaptado de Morgado et al. (20086, p. 18)

Principio da Multiplicagao
Considerando d,, d,, x e y numeros naturais, o Principio da Multiplicagéo

pode ser definido em Morgado et al. (2006), como:
Se uma decisdo d, pode se tomada de x maneiras e se, uma vez

tomada a decisdo d,, a decisdo d, puder ser tomada de y
maneiras entdo o numero de maneiras de se tomarem as decisdes

d, e d, é xy. (MORGADO et al., 2006, p. 18)

O Principio da Multiplicagao ou Multiplicativo (PM) é também conhecido como

Principio Fundamental da Contagem (PFC) e é valido para qualquer numero de

decisoes.
Pretendemos dar importancia a Resolugdo de Problemas combinatérios com

base no “Principio Multiplicativo” ou simplesmente PM. Pois, segundo Bachx et al.

(1975, prefacio):
A Analise Combinatéria era um verdadeiro tabu para os estudantes.
Era mesmo considerada um dos assuntos mais dificeis de
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compreensao em Matematica. Todavia, com a utilizacao sistematica
do Principio Multiplicativo, tudo se tornou mais simples.

Os autores Bachx e outros reconhecem a importancia que deve ser dada ao
“‘PM” para o ensino e aprendizagem em Analise Combinatéria.

Os Parametros Curriculares Nacionais, no que se refere ao tratamento da
informacao, evidencia especialmente o PM:

Relativamente a combinatéria, o objeto é levar o aluno a lidar com
situacdes-problema que envolvam combinagcdes, arranjos,
permutacées e, especialmente, o Principio Multiplicativo da
Contagem. (BRASIL,1997, p. 57)

Para a Analise Combinatéria estudada no ensino médio, ou seja, o estudo de
problemas de contagem, o Principio de Multiplicagdo junto com o Principio de
Adicdo formam o alicerce para esse estudo. Nossa preferéncia € usar esses
principios para a Resolucao de Problemas do que soluciona-los usando as férmulas
tradicionais da Combinatéria. Salientamos que alguns problemas discutidos, nos
encontros em sala de aula, foram resolvidos sem o uso de férmulas, isto €, somente
com o Principio Multiplicativo, e com o uso de férmulas. Para que os alunos
percebessem principalmente caminhos diferentes de resolugdo. Contudo deixamos a
cargo do aluno a escolha.

A seguir destacamos alguns conceitos basicos utilizados na Analise

Combinatéria importantes para o desenvolvimento desse tema da Matematica:

Fatorial
Para simplificacado de expressdes que aparecem em Analise Combinatoria,
iremos definir fatorial baseados em Hazzan (2004), conforme descrigao abaixo:
Definigao:
Seja um numero inteiro ndo negativo (n eN) definimos fatorial de »

( e indicamos por n!) através da relacao:
nl=n-(n-1)-(n—2)-----3-2-1 para n>2. (HAZZAN, 2004, p. 19)

Com a propriedade n!=n(rn-1)!, sendo ne N,n>3, podemos valida em
situacdes particulares o conceito de fatorial, fazendo n=2, acontece: 2!=22-1)! ..

2!=2-1! 2-1=2-1! .. 1!=1. Por outro lado fazendo n=1 na igualdade n!=n(n-1)!,

acontece: 1!=11-1)! .. 1!=1-0! . 1!=0!..0!=1.
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Tipos de Agrupamentos

Um agrupamento de elementos € qualquer conjunto ordenado ou néao desses
elementos, que podem ser simbolos, pessoas, objetos ou acontecimentos.
Basicamente temos dois tipos de agrupamentos: arranjos, onde a ordem dos
elementos em cada agrupamento é importante e combinagdes, em que ordem dos

elementos em cada agrupamento nao € importante.

Arranjos Simples
Podemos definir arranjo simples como Santos et al. (2007):

Arranjos simples de n elementos tomados p a p, onde n>1e p é
um numero natural tal que p <n, sdo todos grupos de p elementos

distintos, que diferem entre si pela ordem e pela natureza dos
elementos que compdem cada grupo (SANTOS et al., 2007, p. 57).

Féormula® para obtencdo do nimero de arranjos simples de » elementos
tomados p a p(4,,):
4, , pode ser calculado pelo PM, assim, temos:

Para a 12 decisdo temos n possibilidades (ou maneiras)

Para a 22 decisao temos (n - 1) possibilidades
Para a 32 decisao temos (n - 2) possibilidades
e assim por diante até a p? decisao, isto €, n(— (p - l)) possibilidades

Pelo PM, vem:

Ay, =n-(n=1)-(n=2)-(n-3)---(n—(p-1))

p—fatores
ou
4,,=n-(n-1)-(n-2)(n-3)--(n— p+1) ()

(n—p)!

Multiplicando e dividindo o 2° termo da igualdade por ( )
n—p!

, temos:

4,, =n-(n—l).(n—z),(n_3)...(n_p+1)).(”;p)!

(n—p)!

5 Todas as férmulas seréo justificadas na sequéncia didatica dos encontros com os alunos em sala de
aula.
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As formulas (1) e (2) sdo equivalentes, porém a segundo esta mais

simplificada com a notac¢ao de fatorial.

Permutagoes Simples

Para Santos et al. (2007, p. 44), “‘Uma permutacdo de » objetos distintos e
qualquer agrupamento ordenado desses objetos []

Férmula para a obtencédo do numero de permutagdées simples dos » objetos
(F,):

Perceba que o numero de permutag¢des simples de n elementos (objetos) é

um caso particular do numero de arranjos simples de » elementos tomados p a p,

onde p=n, ou seja, o que queremos dizer € que I, = 4, . Assim:

| |
P=4 .

= =—=n!
n n,n (n_n)! O!

P =n!

De acordo com Morgado et al. (2006, p. 27) “ja que 0!=1, define-se, P, =1".

Combinagoes Simples
Segundo Santos et al. (2007, p. 62), “Combinagdes simples de »n elementos

tomados pa p, onde n>1 e p é um numero natural tal que p<n, sdo todas as
escolhas nao ordenadas de p desses n elementos.”

Férmula para obtencdo do numero de combinagdes simples de » elementos
tomados p a p(C, ,): Cada combinagéo de »n elementos tomados p a p, isto €,
C,, (psn) corresponde p! arranjos, que sao obtidos pela permutacdo dos

elementos da combinacao.

A
Em simbolos, temos: 4, ,=p!'C, , =C, = = =
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n!
" pl(n-p)!

Em Analise Combinatéria temos problemas que exigem alta dose de
criatividade, além disso, usando somente o Principio Fundamental da Contagem
para resolvé-los pode ser bastante trabalhoso, por isso muitas vezes utilizamos uma
ou mais dessas técnicas de contagem (PM, Arranjo, Permutag¢des ou Combinagdes)

para resolvé-los.
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3. UM POUCO DE HISTORIA DA ANALISE COMBINATORIA

A Histéria da Matematica em nossa pesquisa foi usada como um instrumento
facilitador do ensino, para desenvolver conceitos e nogbes pertinente a Analise
Combinatéria. “A Histdéria € um instrumento que pode promover a aprendizagem
significativa e compreensiva da Matematica (MIGUEL, 1997 apud ROQUE E
GOMES, 2012, p. 82)".

Assim, a Histéria da Matematica pode ser mais que uma motivagao,
potencializando a aprendizagem significativa e a predisposi¢cao a aprender.

A seguir, para complementar a pesquisa, descrevemos brevemente a Histéria
da contagem na Histéria da humanidade a fim de destacar alguns fatos e feitos
realizados, pincipalmente, pelas antigas civilizagbes, pelos matematicos a partir do
século XVII, e que hoje colocariamos no campo da Analise Combinatéria.
Destacamos que os fatos histéricos aqui descritos foram baseados principalmente
em Boyer (1979), Eves (1995) e Ifrah (2005).

3.1. A contagem na Histoéria das civilizagées

O homem primitivo (ou das cavernas) em algum momento ndo sabia contar,
porque nao tinha a necessidade de contar. Podemos considerar essa afirmacao
analisando seu modo de vida; por exemplo, ele era nébmade, andava em pequenos
grupos, abrigava-se em savanas ou cavernas, alimentava-se da caca e da coleta de
alimentos, nao comercializava, isto €, nao comprava, nao vendia, logo nao precisava
de dinheiro, nado plantava, ndo criava animais e nem fazia sua casa.

Vendo o modo de vida dos homens dessa época, nada os obrigava ou os
fazia sentir a necessidade de contar, portanto ndo contavam. Ifrah (2005) nos traz
uma argumentagcdo, como prova que o homem do passado nao sabia contar,
recorrendo a etnografia, um ramo especial da antropologia, para analisar algumas
grupos humanos, que existem ainda hoje, e que vivem de forma analoga ao homem
primitivo. Quando nos diz: “o fato é certo: houve um tempo em que o ser humano
nao sabia contar. A prova: atualmente existem ainda homens incapazes de conceber
qualquer numero abstrato e que ndo sabem nem que dois e dois sao quatro!”
(IFRAH, 2005, p. 15).
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Os homens incapazes a que Ifrah (2005) se refere sao os indigenas, tais
como os zulus e pigmeus, da Africa, os aranda e os kamilarai, da Australia, os
aborigines das ilhas Murray e até mesmo os botocudos, do Brasil, ou outros
indigenas de regides dispersas.

De acordo com Malba Tahan (1965) alguns autores fazem a distincado de
numeros concretos e abstratos, outros acham um absurdo essa distincdo. Para eles
sb existem numeros abstratos e, por outro lado, existem pessoas que creem
somente em numeros concretos. Malba ainda conta que o matematico Ari Quintela
classifica como numero concreto aquele que vem seguido de uma unidade. Por
exemplo, oito livros, sete casas. JA o numero abstrato € o nUmero nao seguido de
unidades.

Embora o homem da idade das pedras (ou homem primitivo), em algum
momento de sua histéria, ndo soubesse contar, ele tinha a capacidade de distinguir
pequenas quantidades, porém essa ndao € uma caracteristica somente do ser
humano; até alguns animais apresentam essa percepc¢ao, que em Matematica é
denominada de “sentido numérico” ou “sensagao numérica”.

Surge naturalmente a pergunta: Como o0 homem aprendeu a contar?

De acordo com Ifrah (2005), baseando-se apenas na experiéncia, ou seja,
sem um estudo formal, obtivemos a invencdo dos numeros, que provavelmente
correspondeu a preocupacgdes praticas e utilitarias.

Os pequenos grupos de nébmades pouco a pouco se tornavam cada vez
maiores e acabaram formando as pequenas aldeias e, bem depois, ainda de
maneira gradativa, surgiram as cidades e assim foi até a formacado das grandes
civilizagdes do passado.

O que fez o homem se tornar sedentario, com habitacdo fixa, foram, a
agricultura e a criagao de animais. Com a agricultura houve a necessidade de contar
os dias para a colheita de alimentos. Por outro lado, o pastoreio surgiu com a
retencdo de animais selvagens para reserva de alimentos e por consequéncia
muitos desses animais foram domesticados pelo homem.

Existia uma necessidade e preocupacao de setores da sociedade de
aprimoramento da contagem. Neste sentido Ifrah (2005) nos diz que:

€ a histéria das necessidades de grupos sociais ao buscar recensear
seus membros, seus bens suas perdas seus prisioneiros, ao procurar
datar a fundacido de suas cidades e de suas vitérias utilizando os
meios disponiveis. (IFRAH, 2005, p. 10)
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O fio condutor da Histéria da Contagem nao foi a légica

Foram as preocupacdes de contadores, mas também de sacerdotes,
de astrbnomos-astrélogos e somente em ultimo lugar de
matematicos, que presidiram a invencao e a evolucao dos sistemas
de numeracao. (IFRAH, 2005, p.12)

Uma das primeiras formas de contagem, possivelmente ocorreu com algum
pastor cuidando de um grupo de ovelhas, tal que todos os dias pela manha ao leva-
las para o pasto de modo que cada ovelha do rebanho estava associada a uma
pedrinha (ou pauzinho, concha, etc.), correspondéncia um a um, ou também
chamada de correspondéncia biunivoca ou modernamente uma bijecdo. No final do
dia quando voltava com o rebanho, novamente fazia a associagdo de cada pedrinha
a uma ovelha. Isso era feito para ter certeza se algum animal ficou no pasto ou a
criacao aumentou com o nascimento de mais animais, ou ainda se outro animal
juntou-se ao seu rebanho. A correspondéncia biunivoca (bijecdo) foi de suma
importancia para juntar pedrinhas e saber a quantidade de ovelhas.

Se referindo a bijecao, Ifrah (2005, p. 29), declara: “foi sem duvida gracas a
este principio que, durante milénios, o homem pré-historico pode praticar a
aritmética antes mesmo de ter consciéncia e de saber o que € um nimero abstrato”.

Modernamente, segundo Ifrah, o que denominamos de “contar” (objetos de
uma colec¢ao), nada mais é do que:

“contar” os objetos de uma coleg¢édo é destinar a cada um deles um
simbolo (uma palavra, um gesto ou um sinal grafico, por exemplo)
corresponde a um numero tirado da “sequéncia natural de niumeros
inteiros”, comecando pela unidade e procedendo pela ordem até
encerrar os elementos. Nesta colecdo assim transformada em
sequéncia, cada um dos simbolos sera, consequentemente, o
numero de ordem do elemento ao qual foi atribuido. E “o niUmero de
integrantes deste conjunto” sera o numero de ordem do ultimo de
seus elementos. (IFRAH, 2005, p. 44)

Nao sé as pedrinhas eram usadas para contagem, mas também marcas em
0ss0s, pedras, madeiras, nés em corda, parte do corpo humano, por exemplo, as
falanges dos dedos, os dedos da mao, uma das maos (referindo-se a 5), duas maos
(referindo-se a 10), etc.

[-~-]na Europa, ha poucos séculos, ainda se calculava ndo com
algarismos, mas com os dedos da mao ou por meio de fichas sobre
mesas, € que se fazia a contabilidade através de entalhes em
madeira. (IFRAH, 2005, p. 10)
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Podemos considerar, segundo Domingues (1991), que é vantajoso calcular
assim (por meio de partes do corpo, por meio de fichas, etc.), por que:

cada elemento do conjunto a ser quantificado associando-se uma
marca ou algum elemento de outro conjunto (mais facil de ter junto a
si e de manipular), o qual passa entdo a servir de referéncia.
(DOMINGUES, 1991, p. 1)

Quando o homem tornou-se sedentario, trabalhando na agricultura, na criagao
de animais, constru¢ao de moradia, armazenamento de alimentos, com o comércio
rastico, na base do troca-troca e com o sentimento de propriedade teve a
necessidade maior da contagem.

Em relagédo a pergunta: quando o homem aprendeu a contar? Vamos buscar
dois grandes historiadores Gundlach (1991) e Eves (2004), cujas respostas sao:

Nao temos dados suficientes para fixar o periodo da histéria primitiva
em que foram descobertos os numeros cardinais. Os mais antigos
documentos escritos de que dispomos mostram a presenca do
conceito igualmente na China, india, Mesopotamia e Egito. Todos
esses documentos contém a questdo “Quantos”? Esta questdo pode
ser respondida de forma mais adequada em termos de numeros
cardinais. Portanto, quando esses primitivos documentos foram
escritos, e provavel muito antes dessa época, o conceito de nimeros
cardinal ja se tinha formado.

(GUNDLACH, 1991, p. 1)

O conceito de numero e o processo de contar desenvolveram-se tao
antes dos primeiros registros histéricos (ha evidéncias arqueolégicas
de que o homem, ja ha 50000, era capaz de contar) que a maneira
como ocorreu € largamente conjectural. (EVES, 2004, p. 25)

Ifrah (2005) afirma que contar, como entendemos hoje, € uma faculdade
humana, somente 0 homem tem essa capacidade, e assim diz:

[...] a contagem é com feito um atributo exclusivamente humano: diz
respeito a um fenémeno mental muito complicado, intimamente
ligado ao desenvolvimento da inteligéncia. (2005, p. 44)

Percebemos que com o passar do tempo a necessidade de contar objetos de
um conjunto foi surgindo e provavelmente por razbées praticas e utilitarias. A
principio, contar parece ser uma tarefa bem simples e de fato €, quando os
elementos do conjunto considerado sao poucos, porém quando estes elementos séo
muitos e & preciso conta-los sob certas condi¢cbes, teremos que ter técnicas de

contagem mais sofisticadas, ou seja, Analise Combinatéria. Ressaltamos, ainda que,
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muitos problemas de Analise Combinatéria requerem plena compreensdao do
enunciado e uma dose alta de criatividade para sua resolucéo.

Buscando Polya (2006), na fase de “Estabelecimento de um Plano” para
resolugdo de um problema, vemos que ele vé essa fase como o principal feito, ou
tomamos a liberdade de dizer a mais criativa:

Realmente, o principal feito da resolucdo de um problema é a
concepcao da ideia de um plano. Esta ideia pode surgir
gradualmente ou, entao, apés tentativas infrutiferas € um periodo de
hesitacdo, aparecer repentinamente, num lampejo, como uma “ideia
brilhante”. (POLYA, 20086, p. 7)

Sabemos que a escrita veio depois da contagem, mas para a ocorréncia da
escrita, também houve a necessidade de se criar um conjunto de simbolos e regras,
para o surgimento de palavras com sentido, esse fato criou a necessidade de

combinagdes de simbolos com regras.

3.2. Contribui¢cdes das antigas civilizagées para a Analise Combinatoria
Através de estudos realizados descreveremos atividades, problemas ou
acontecimentos ocorridos nas civilizagées antigas, que contribuiram para a Analise

Combinatéria, ndo, contudo, numa ordem cronolégica.

Os Egipcios

“O Egito é um presente do Nilo.” (HERODOTO, século V a.C.). A civilizacdo
egipcia antiga era isolada naturalmente, ndo aberta a invasores, governada pelos
faraos, ricos e poderosos, amigos dos sacerdotes. Por outro lado, havia uma outra
classe, bem mais numerosa, que fazia o trabalho bracgal, a classe dos escravos.

Devido ao clima seco, muitos documentos, os chamados papiros, foram
conservados. Entre eles os principais e mais antigos que dizem a respeito de
Matematica sdo os papiros de Rhind ou Ahmes (1650 a.C.), que se encontra no
Museu Britanico, e, o papiro de Moscou ou Golems (1850 a.C.), encontra-se no
Museu de Belas Arte de Moscou.

Os egipcios por razées culturais tinham cuidado com seus mortos, por isso
construiram tumbas e templos. As famosas piramides do Egito foram construidas
como tumulos reais, com suas paredes marcadas com informag¢des importantes de

Matematica. Por outro lado atingiram um alto grau de desenvolvimento, em relagcéao
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as outras civilizagdes de sua época, tinham uma Matematica notavel, aplicada as
construcbes e a agrimensura, mas ao que tudo indica; segundo Eves (2004), a
Matematica egipcia nao atingiu o nivel de desenvolvimento da Matematica da
Babilénia (do sul do Iraque até o Golfo Pérsico).

Em que os egipcios contribuiram para a Analise Combinatéria? Para termos
uma nogao em que os egipcios contribuiram, vamos discutir o problema 79 (ou dos
Bens) do papiro de Rhind, que € um dos mais antigos documentos sobre
Combinatdria. Considere no documento referido os seguintes dados (EVES, 2004, p.
75):

Figura 2: Dados apresentados no Problema dos Bens

Bens
Casas 7
Gatos 49
Ratos 343
Espigas de trigo 2401
Hecates de gréos 16 807
Total 19 607

Fonte: Adaptagdo de EVES (2004, p. 75)

Ou também podemos escrever os bens, conforme o entendimento magnifico
do historiador Moritz Cantor (1907), assim:

Uma relacao de bens consistia em sete casas; cada casa tinha sete
gatos; cada gato comeu sete ratos; cada rato comeu sete espigas de
trigo; e cada espiga de trigo produzia sete hecates de graos. Casas,
gatos, ratos, espigas de trigo e hecates de graos, quantos havia
disso tudo? (EVES, 2004, p. 76)

A formulacao do problema acima foi dada pelo o historiador Moritz Cantor em
1907. Quando percebeu que poderia interpreta-lo, de modo interessante, ao
comparar os dados do problema com um problema da idade média, que aparece no
Liber Abaci (1202) de Leonardo Fibonacci, (EVES, 2004, p. 76). Escrito a seguir:

Ha sete senhoras idosas na estrada de Roma. Cada senhora tera
sete mulos; cada mulo transporta sete sacos; cada saco contém sete
paes; com cada pao ha sete facas; para cada faca ha sete bainhas.
Entre mulheres, mulos, sacos, paes, facas e bainhas, quantos estao
na estrada de Roma? (EVES, 2004, p. 76)
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Sobre a 6tica do Raciocinio Combinatério o problema dos “Bens” sugere a
aplicacéo do “Principio Multiplicativo”. Por exemplo, o numero de ratos foi obtido
fazendo 7 x 7x7=343. Percebemos também um outro principio basico de contagem,
chamado de “Principio de Adi¢cdo”, quando fazemos a unido de dois conjuntos
disjuntos, e, obtemos um terceiro conjunto cujo numero de elementos € igual a soma
dos elementos dos conjuntos anteriores. Por exemplo, o conjunto das casas com o
conjunto dos gatos é 7 +49 =56.

A nivel de Ensino Médio, o Principio Multiplicativo, de acordo com Morgado et
al. (2006) ao lado do Principio de Adicdo, “constitui a ferramenta basica para
resolver os problemas de contagem.” (MORGADO et al. 2006, p.18)

Em Biggs (1979), podemos também encontrar o Principio de Adicdo e o
Principio da Multiplicacdo sendo considerados como a pedra fundamental da
Combinatoria.

Os Gregos

Os grandes rios foram de fundamental importancia para a maioria das
grandes civilizagdes, pois eram fontes de agua, de alimentos, enfim fonte de vida. O
rio Nilo foi de suma importéncia para os egipcios, assim como os rios Tigre e
Eufrates para os mesopotamicos, o rio Indo para os hindus e de modo analogo
assim aconteceu para outras civilizagbes. Porém os gregos nao se estabeleceram
as margens de nenhum grande rio e sim numa regidao montanhosa, com quase
sempre planicies entre as montanhas e muitas pequenas ilhas, com uma costa
considerada uma das maiores em extensao do planeta, em relagéo a superficie. A
agricultura era de carater familiar, em pequenas propriedades e os cultivos em
destaque eram uvas e azeitonas. Mantinham um comércio desenvolvido e um
sistema de transporte de navegacgao organizado. A cultura grega foi a que mais
influenciou a nossa civilizagao ocidental.

Aqui 0 que mais nos interessa séo os problemas ou atividades que podemos

associar a Analise Combinatéria.

Euclides de Alexandria
Quase nada se sabe, com precisdo, sobre Euclides, mas é possivel

afirmamos que aproximadamente 300 a.C. ele foi morar em Alexandria, capital do
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Egito, que estava sob o dominio grego. A Histéria conta que em Alexandria ele
liderou um grupo de pesquisa em Matematica e escreveu uma obra conhecida como
‘Elementos de Euclides” ou simplesmente “Elementos”, formada por treze livros,
contendo geometria plana e espacial, teoria dos numeros e algebra elementar
(geométrica). A obra “Elementos” superou todos os trabalhos que tinham sidos
publicados até entdo. Em respaldo a importancia dessa obra, Eves (2004, p. 167)
nos conta que: “Nenhum trabalho, exceto a Biblia, foi tdo largamente usado ou
estudado e, provavelmente, nenhum exerceu influéncia maior no pensamento
cientifico.” N&o ha duvida que Euclides teve a influéncia de Tales de Mileto (640-
548 a.C.) e de Pitagoras de Samos (582-497 a.C.), quando escreveu o0s
“‘Elementos”.

No livro I, de Euclides, de acordo com Eves (2004), encontramos quatorze
proposicdes e a proposicéo Il estabelece a identidade (a+5)’ =a® +2ab+ b* (2004,

p. 170). O 2° lado da identidade, isto &, o desenvolvimento do binémio, os
coeficientes tém significado para a Analise Combinatéria. Esse fato relata a

ocorréncia de um dos primeiros problemas de Analise Combinatéria.

Arquimedes de Siracusa

Arquimedes, o maior matematico da Antiguidade, esta entre os trés maiores
matematicos de todos os tempos, junto com Newton e Gauss. Nasceu na cidade
grega de Siracusa (ilha da Sicilia) em torno de 287 a.C. e morreu em 212 a.C. Suas
contribuicdes nao se restringem somente a Matematica, mas as ciéncias como um
todo.

Em que Arquimedes contribuiu para a Analise Combinatéria? Em documentos
publicados, por Arquimedes, que chegaram até nds, encontramos o Stomachion (o
significado da palavra em grego € o mesma para estémago), que a principio parecia
somente um jogo de quebra-cabeca, de catorze pecas que formavam um quadrado,

depois de encaixadas, semelhante a um tangram, conforme a Figura 3.
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Figura 3: O Stomachion

Fonte: (TAVARES e BRITO, 2005, p. 34)

Na Figura 3, podemos observar as catorze figuras (peg¢as) que constituem o
Stomachion. Tavares e Brito (2005, p. 35), contam onde foi realizada essa pesquisa
e quem foi o mentor:

[] em dezembro de 2003, o jornal americano The New York Times

publicou um artigo intitulado In Archimedes Puzzle, a New Eureca
Moment, sobre os resultados da pesquisa do historiador de
Matematica Reviel Netz, da Universidade de Stanford, Califérnia, em
que ele afirma que o Stomachion ndo era um mero passatempo, mas
um objeto executado por Arquimedes para fins de Analise
Combinatéria. Mais especificamente, a conclusdo de Netz & que
Arquimedes desejava determinar de quantas formas distintas
poderiam ser encaixadas as 14 pecas para formar o quadrado.

A solucao desse problema, de acordo com Tavares e Brito (2005), da 17152
modos ou, ndo considerando as solugdes obtidas por reflexdes, rotagdes e simetria,
268, e s6 foi encontrada em 2003, com o uso da informatica, de matematicos e
estatisticos, mas ninguém sabe se Arquimedes conseguiu esse resultado; o que nos
parece € que ele tenha dedicado muito tempo analisando o Stomachion.

A importancia do fato € que ele revela um dos documentos mais antigos a

respeito do raciocinio combinatério.

Os Chineses

As civilizagbes da China s&o, provavelmente, mais antigas do que a
civilizacdo egipcia e a mesopotdmica. A China teve seu desenvolvimento as
margens dos rios Yang-Tze e Howang Ho (ou Amarelo). A criagdo de animais nao
era tdo desenvolvida quanto a sua agricultura; governada pelos imperadores

fundadores de dinastias e a Matematica dessa época era bem desenvolvida, mas
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existe pouco material de natureza primaria que veio até nés. Esse fato foi devido aos
materiais® que usavam para escrever, como fibra de entrecasca de arvores e
bambus, que sdo bastantes pereciveis e, além disso, em 213 a.C., o entdo
imperador chinés, mandou queimar os livros. Mais tarde muitos livros foram
reconstruidos de memoaria, pelos escribas reais, que tinham a funcao de registrar
fatos e feitos.

Diferente dos chineses e hindus, os mesopotamicos e os egipcios escreviam
seus feitos em materiais ndo pereciveis. Os mesopotamicos registravam em tabuas
de argila cozida, ja os egipcios escreveram seus documentos em pedras ou papiros
(uma espécie de papel).

De acordo com Boyer (1974) existe uma tradicdo que coloca o inicio do
império chinés em 2750 a.C., aproximadamente. Por outro lado, outros avaliadores
colocam as civilizagdes primitivas da China por volta do ano 1000 a.C. Além disso,
existe uma dificuldade de datar os documentos matematicos da Antiguidade da
China, devido ao fato de cada obra construida envolvia varios autores e em periodos
distintos.

As obras mais antigas de Matematica na China nos trazem informacdes que
podemos associar ao que chamamos hoje de Analise Combinatéria. Recorrendo a
Eves (2004), encontramos as seguintes informagdes sobre a China antiga:

e ‘“sistema de numeracdo mais avancado do mundo de
entdo...”
“Os mais antigos exemplos de quadrados magicos”

e “célculos de raizes quadradas e cubicas”
“‘a mais antiga apresentacdo preservada do chamado
triangulo aritmético de Pascal”

e “é& possivel entdo que o teorema do bindmio ja fosse
conhecido na China de longa data”
(EVES, 2004, p. 242- 246)

Sistema de numeragao

Os chineses ja apresentavam dois sistemas de numeracao, desde os tempos
primitivos. O cientifico ou também conhecido como sistema de numerais em barras,
que é essencialmente posicional, de base 10 e teve um carater importante para a
Matematica chinesa antiga.

Um sistema de numeragcdo muito interessante € o chinés cientifico
(ou em barras) que provavelmente remonta no tempo a mais de dois

¢ Os hindus também usavam esses materiais para suas escritas.
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milénios. O sistema é essencialmente posicional, de base 10. A
Figura 2 mostra como se representavam os algarismos 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8, 10 quando aparecem em posi¢cdes impares (unidades,
centenas etc.). Mas esses digitos, quando aparecem em posicdes
pares (dezenas, milhares etc.), sdo representados como mostra a
Figura 3. Nesse sistema passou-se a usar um circulo, como zero, a
partir da dinastia Sung (960-1126).”

(EVES, 2004, p. 45)

As Figuras 2 e 3 relatada na citagdo acima refere-se as Figuras 4 e 5

apresentadas a seguir, respectivamente:

Figura 4: Algarismos em posi¢des impares

AL AT 11 R 111

Fonte: (EVES, 2004, p. 45)

Figura 5: Algarismos em posicdes pares

Fonte: (EVES, 2004, p. 46)

No outro sistema de numeragdo, poderiamos chama-lo de sistema de
agrupamento multiplicativo, predominava o Principio Multiplicativo. De acordo com
Boyer (1974), esse sistema & assim caracterizado:

[...] havia simbolos diferentes para os digitos de um a dez e simbolos
adicionais para as poténcias de dez, e nas formas escritas os digitos
em posicdes impares (da esquerda para a direita ou de baixo para
cima) eram multiplicados pelo sucessor. (BOYER, 1974, p. 145)

Veja o exemplo extraido de Ifrah, para representar o numero 79 564 nesse
sistema: “[...] escreve-se o simbolo de 10 000 precedido do algarismo para 7, depois
o de 1 000 precedido do algarismo 9, o de 100 precedido do algarismo para 5, o de
10 precedido de 6 e enfim o algarismo para 4.” (IFRAH, 2005, p. 232)

Destacamos que os multiplos de 10, 100, 1 000 e 10 000 sao figurados de
acordo com o Principio Multiplicativo. Assim, podemos dizer que o Principio
Multiplicativo era conhecido na China antiga; porém dizer qual é a data € conjectural,
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pois segundo Boyer (1974), se referindo & China antiga, nos diz:"[---] Datar os

documentos matematicos da China ndo € nada facil” (1974, p. 143).
Eves (2006), nos acrescenta como os chineses faziam as operagdes

aritméticas, em relagéo ao abaco chinés:

“[...] as operacdes aritméticas elementares eram efetuadas em
tabuas de contar. O familiar abaco chinés, o suan pan, que consistia
em contas moéveis ao longo de varas ou arames paralelos por sobre
um tabuleiro, descende dessa forma primitiva de calcular.” (EVES,
2006, p. 242)

Quadrados magicos

De acordo com Boyer (1974) e Eves (2004) os quadrados magicos mais
antigos surgiram na China. Ainda, segundo Eves (2004), “nenhuma abordagem
Matematica chinesa antiga, por mais breve que seja, pode deixar de mencionar o
quadrado magico chamado de Lo Shu” Eves (2004, p. 268).

O I-King ou Livro das Permutagdes (1182-1135 a.C.) é um dos classicos da
Matematica chinesa, que de acordo com Eves (2004), nele aparece o exemplo mais
antigo de quadrado magico, Figura 6. Conta a lenda que o imperador Yu, por volta
de 2200 a. C., foi quem o viu, desenhado por meio de nés em cordas, nés pretos
para numeros pares e nds brancos para os impares, na carapag¢a de uma tartaruga
divina, as margens do rio Amarelo.

Convém comentar que se a lenda a respeito do quadrado magico, em relagao
a data que o imperador o viu, “valesse”, teriamos ai, talvez, o primeiro problema
escrito, relacionado a Combinatéria. Logicamente ainda num estado bruto. Mas
como ja comentamos € muito dificil confiar em datas de acontecimentos da China

antiga.
Figura 6: O Lo Shu

Fonte: (EVES, 2004, p. 269)



53

Outra representacao simplificada para o quadrado magico de ordem 3, esta

apresentada na Figura 7.

Figura 7: Quadrado mégico de ordem 3

co W &
= U w
O~ M

A Figura 7 € um arranjo quadrado de numerais, com 9 inteiros distintos,
colocados de modo que os numeros de uma linha qualquer, de uma coluna qualquer
ou de um das diagonais possuem 0 mesmo valor, ou seja, a mesma soma ou
constante magica do quadrado, no caso a constante magica do quadrado é 15.

Quando fixamos condigcbes para contagem dos arranjos, estamos
considerando situagdes que estudamos em Analise Combinatéria.

Os quadrados magicos, segundo Gundlach (1992), nao ficaram limitados a
China. Chegaram ao Japao, Oriente Médio, no séc. IX na Arabia, india no séc. XI,
para os hebreus séc. Xll, na Europa séc. XV, em muitas situacdes ligados ao
misticismo e em outras como passatempo. No séc. Xlll ja eram conhecidas regras
para as constru¢des de quadrados magicos de ordem impar, embora em 1686 o
estudo desses quadrados ja se estendeu-se para trés dimensdes. A partir do séc.
XIX surgem aplicagbes desses quadrados em probabilidades e analise e,
recentemente, aplicagdes no planejamento de experimentos, com os quadrados
grego-romanos.

Na Figura 8, aparece uma gravura de 1500, aproximadamente, e ao lado

direito, na parte superior, um quadrado magico.
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Figura 8: A Melancolia de Albrecht Duer

=

Fonte: (EVES, 2004, p. 320)

Calculos de Raizes Quadradas e Cubicas

Em Boyer (1974), num comentario do primeiro século ao “Chi-Chang Suan-
Shu” ou “Nove capitulos sobre a arte matematica” (livro de Matematica chinés, talvez
o mais influente), podemos encontrar regras para obtencédo de raizes quadradas e
cubicas.

Esclarecemos que a Matematica da época nao tinha a riqueza do simbolismo
que temos hoje. Os problemas de Matematica eram resolvidos por escrito e por meio
de uso de regras, mas € logico que os escritos matematicos antigos, nao diferem em
sua esséncia ou conteudo como nés abordamos hoje. O que muda é apenas a
‘roupagem moderna” de abordagem.

Convém comentar que a Matematica chinesa antiga, segundo Eves (1974),
nao tinha demonstragdées como apresentadas pelos grego.

E interessante saber que a extracéo de raizes era feita usando a extensdo do
bindmio (a+b)", onde n € inteiro positivo, 0 que pode ser feito de muitas maneiras.

Ja tinhamos comentado que o bindmio foi um dos primeiros problemas ligados a
Analise Combinatéria. Todavia as aplicagdes do bindmio nao ficam restritas somente

a Combinatoéria. Como, exemplo, a extragéao de raiz quadrada.
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Vamos ver a extragdo da raiz quadrada de 38, por aproximacao, fazendo uso

da ‘roupagem moderna”. Conhecida a identidade
(a+b) =a® +2ab+b> =a’ +b(2a+b) e tomando-se (a+bh) =38, temos que
encontrar a+ b. Dai:

38=(a+b) =a* +b(2a+b)

Para obtermos «, temos que encontrar o maior valor inteiro positivo de a, de
forma que a” nao supere 38. Logo, a = 6.0 préximo passo & acharb .

Fazendo uma sequéncia de aproximag¢des, comecando com b, =0, iremos
obterb,, b,, b,, e assim por diante até onde acharmos conveniente a aproximagao.

Em 38=a’ +5,(2a +b,), fazendo b, =0, vamos obter b,.

2 _ g2 2 _
b =204 3820 16666 ,b, =2 4= 0730 64383,
2a+b, 2-6+0 2a+b, 12+0,166666
2 2
e T 0164414, b == —0164414 .
12 +0,164383 12 +0,164414

Logo, a raiz quadrada de 38 até a quinta casa decimal € 6,16441.

De modo semelhante podemos encontrar raizes cubicas, quarticas, etc.

Triangulo Aritmético e Teorema do Bindmio

O triangulo aritmético € uma tabela de numeros, vindos dos coeficientes do
desenvolvimento dos binémios (a +5)°, (a+b)', (a+b), (a+b)’, (a+b)', (a+b) e
assim por diante, formando uma tabela numérica triangular, onde os coeficiente séo

dispostos, sucessivamente de cima para baixo, e ilimitado para baixo ou até a linha

que desejarmos.
Figura 9: Tridngulo aritmético
1
1 1

1 21
1 3 31
1 4 6 41

I 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1 Eassim pordiante
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O triangulo aritmético recebe varios nomes de acordo com o lugar do mundo.

Por exemplo os franceses ou ocidentais chamam de tridngulo de Pascal, na Italia de

triangulo de Tartaglia, na China de Yang Hui. Além desses nomes, outras

denominagdes aparecem como triangulo de Tartaglia-Pascal, triangulo aritmético de

Pascal ou triangulo combinatério.

Regras de construcao

e Toda linha comeca e termina por 1.

e A soma de dois elementos consecutivos de uma linha é igual ao elemento
localizado na linha seguinte, embaixo do segundo nimero somado. (E uma
identidade combinatéria)

Os coeficientes (ou também conhecidos como coeficientes binomiais) das
expressdes binomiais tém um significado importante na Analise Combinatéria. Além
disso podemos extrair desse tridngulo identidades de Combinatéria com diversas
aplicabilidades.

Um dos livros valiosos da China é datado entre 1261 e 1275, escrito por Yang
Hui, e representa, segundo Eves (2004), uma espécie de extensdo dos Nove
Capitulos sobre a Arte da Matematica. Encontramos nele a mais antiga preservagcao
do chamado triangulo aritmético de Pascal.

Eves (2004), nos mostra outro classico chinés com o tridngulo aritmético
posterior a este e aponta a possibilidade do teorema do binémio ja ter sido
conhecido pelos chineses a um certo tempo. Assim:

[] Ha uma outra manifestacdo do tridngulo num livro posterior

escrito por Chu Shi-kie em 1303; € interessante que Chu fala do
como algo ja antigo em seu tempo. E possivel entdo que o teorema
do binémio ja fosse conhecido na China de longa data. (EVES, 2004,
p. 246)

Os Hindus

Com base em Boyer (1974) e Eves (2004) podemos considerar que os
indianos dos primeiros tempos, entre 3000 e 1500 a.C., habitavam na regido do rio
Indo, as margens do deserto de Thar. A india antiga era formada de grande nimero
de pequenos principados desunidos; pouco se sabe sobre a Matematica desses
antigos habitantes, devido a falta de documentos da época. Mas através de
escavacgdes arqueoldgicas de algumas de suas cidades encontramos informacdes

preciosas, principalmente nas cidades de Harapa e Mohenjo Daro. Com base
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nessas escavagdes temos provas de que foi uma civilizacdo bem desenvolvida e
isso aconteceu na época das construcdes das piramides egipcias. Em Mohenjo Daro
foram encontradas redes de esgoto, piscinas publicas, entre outras construgdes;
tinham um sistema de contagem, pesos e medidas, tudo isso revela a garantia de
conhecimentos de Matematica. Sofreram diversas invasées e foram exterminados,
provavelmente pelos Arianos (bandos de ndmades) por volta de 1500 a.C.

A religidzo Védica (donde vem o Hinduismo), entre 1500 a 600 a.C.,
apresentou uma Matematica geométrica, voltada para a construgdes de altares para
seus deuses, porém foi através dessa religido que apareceram a Resolucao de
Problemas nao triviais. Com o declinio da religido Védica surgiram duas outras

protestantes dos sacrificios cruentos dos rituais da primeira: o Budismo e Jainismo.

Os jainas

Os jainas, de acordo com Silveira (2001), passavam por longos treinamento e
estudavam a Ganitanuyoga, ou Matematica, que fazia parte da vida religiosa que
levavam. A Vikalpa (ou Combinatéria) foi um dos temas preferidos de estudo dos
jainas. Devido ao fato deles terem uma concepc¢ado atomistica do mundo fisico,
davam uma atencdo especial a Combinatéria. O atomo, ou parmanu, era
considerado indivisivel e atemporal. Possuia cor, cheiro, gosto e textura, de modo
que somente essas qualidades podiam ser mudadas. Os seus atomos dispéem de 5
tipos de cor, 2 cheiros distintos, 5 gostos possiveis e 8 tipos de textura. Problema
Combinatério: quantas sdao as combinagbes que podem ser feitas com 3 sabores
(gostos) distintos? (Por exemplo: doce, salgado e azedo)

Ja tinhamos falado acerca de materiais pereciveis usados nas escritas de
algumas das antigas civilizagées. No caso da india eles também escreviam em
folhas de palmeiras, por isso muitas obras da india antiga ndo sobreviveram e das
que sobreviveram, na maioria das vezes, nao aparecem o nome do autor.

Na literatura jaina encontramos livros que tém Combinatéria e triangulo
aritmético. Os livros Bhagabati Sutra (300 a.C.) e Sthananga Sutra (200 a.C.),
ambos sem o nome do autor, tratam de Combinatéria (s&o regras para o calculo de
combinagdes e arranjos). Mas também encontramos livros do jainismo com autoria
e assunto ligados a Analise Combinatéria e o triangulo aritmético, como Chanda
Sutra (200 d.C.) de autoria de Pingala, o Ganita Sara Samgraha (850 d.C.) de
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Mahavira e o Mritasanjivani (950 d.C.) de Halayudha, sendo que nesse ultimo
encontramos assuntos que ja tinham sidos tratados por Pingala, como o
denominado triangulo aritmético (ou meruprastara, em homenagem ao Monte Meru)
e a regra de Pingala — regra usada para a constru¢ao de um triangulo aritmético -

450 anos, depois de Pingala.

Regra de Pingala

A regra de Pingala para a constru¢ao o triangulo é assim descrita: Desenhe
um quadradinho; abaixo dele desenhe dois outros, de modo que juntem-se no ponto
meédio da base dele; abaixo desses dois, desenhe outros trés e assim por diante. A
seguir, escreva 1 no primeiro quadradinho e nos da segunda linha. Na terceira linha
escreva 1 nos quadradinhos dos extremos, e ho meio escreva a soma dos humeros

imediatamente acima dele.

Sistema de numeracgao hindu

Com base em Boyer (1974), encontramos a primeira referéncia especifica a

respeito dos numeros hindus, datando de 662, escrito pelo bispo sirio Severus
Sebokt, admirador das descobertas astronémicas, dos métodos de calculo e da
computacgao dos hindus. Sebokt se irritava com aqueles que s6 faziam fé na cultura
grega e menosprezavam as nao-gregas.
O sistema de numeracao hindu estava associado a trés principios basicos, ou seja,
base decimal, uma notagéo posicional e uma forma cifrada para cada um dos dez
numerais. Esses principios ndo sao de origem hindu, porém a parte brilhante que
cabe aos hindus foi a ideia de junta-los pela primeira vez, para a formacao de seu
sistema de numeracéao e assim foi construido o moderno sistema de numeracao.

A adicao e a multiplicagcdo dos hindus eram bem parecidas com as que a
gente faz hoje. Para a multiplicagdo eles usavam um esquema denominado de
multiplicacdo em reticulado (ou em células, ou em gelosia, entre outros nomes). Um
exemplo, para termos uma nogao do que vem atras disso. Queremos o produto 456

por 34. Considere:
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Figura 10: Multiplicagc&o por reticulado

4 5 6

1 > 5
Fonte: Boyer (1994, p. 158)

¢ Acima do reticulado temos 456 que é o multiplicando

e A esquerda temos 34 o multiplicador

e Os produtos parciais ocupam as células quadradas, de modo que cada produto
em uma célula esta escrito abaixo (dezena) e acima (unidade) da diagonal da
célula correspondente.
Exemplo: na linha 1 e coluna 1, encontramos 16, que vem da multiplicagao de 4
por 4.

e Os algarismos das diagonais sdo somados

e O produto final esta abaixo e a direita do reticulado, ou seja, 15504

Podemos perceber o “nosso” Principio da Multiplicagao.

Bhaskara

Bhaskara Acharya, viveu entre 1114 a 1185, na india e foi considerado o
maior matematico de sua época. Traz também contribuicbes para a Analise
Combinatéria, em sua obra mais conhecida, denominada Lilavati (significa
Graciosa). Nela encontramos problemas combinatérios semelhantes aos que

aparecem em livros didaticos de hoje.

3.3 Acontecimentos e matematicos europeus a partir do século XVII
O século XVII para a Matematica foi especial. Varias contribuicbes para a
Matematica surgiram, assim como a invengao da geometria analitica, do calculo, da

teoria das probabilidades, entre outras, e novos campos de pesquisa. Embora, ainda
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nao existissem grupos de matematicos organizados; Italia, Franca e Inglaterra ja
contavam com grupos profissionais de matematicos que se intercomunicavam.

De acordo com Eves (2004, p. 340), ao relacionar os fatos sociais com o
desenvolvimento da Matematica, nos informa: “O grande impeto dado a matematica
no século XVII foi partiihado por todas as atividades intelectuais e se deveu, em
grande parte, sem duvida, aos avangos politicos, econdmicos e sociais da época.”

Para a Analise Combinatoéria foi simplesmente fantastico o séc. XVII, e isso foi
possivel gracas ao surgimento da teoria das probabilidades. Neste capitulo temos
como intencao mostrar acontecimentos e matematicos europeus, que a partir do

séc. XVII, contribuiram para esses avancos.

Os jogos

As culturas primitivas, em sua maioria, praticavam atividades com algum tipo
de dados. Em periodos bem remotos, encontra-se um jogo denominado astragalo,
que é o antecessor do atual dado. O astragalo € um osso, ou melhor, um ossinho,
encontrado na pata traseira de certos animais, como o carneiro e a cabra, possui
quatro faces distinguiveis e quando langado ao chao, repousa-se sobre uma das
faces. Varios jogos eram realizados com astragalos. Entre eles, um jogo bem
comum era usar quatro pecas e observar as faces que apareciam para cima, depois
de jogarem as pecas em uma superficie; com valores atribuidos as combinacdes e
normalmente as mais valiosas eram as que apresentavam mais faces distintas.
Entre os judeus o jogo era proibido e repreendido sob pena de morte. Por outro lado,
em Roma e na Grécia o entusiasmo pelo jogo era tanto que houve necessidade de
proibi-lo em certos periodos.

O jogo de cartas, atualmente os baralhos, pode ter surgido na China, india ou
Egito. Mas nem todas as pessoas tinham acesso as cartas. O fato era devido a seu
custo; somente com a invengdo da imprensa no século XV passou a ser mais
comum. A invencao da imprensa foi fundamental para a divulgacdo de novos
conhecimentos.

De acordo com o texto de Domingues (citado em IEZZ et al., 1990), muito
tempo se passou até haver uma associagéo dos jogos com a Matematica. Isso veio
a ocorrer, de maneira mais formal (com um certo tratamento matematico), no séc.

XVII, tempo do grande matematico Pascal e seus contemporaneos.
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Probabilidades e Analise Combinatoéria

Um dos amigos de Pascal, Antoine Gombaud, o Chevalier de Méré (1607-
1684), frequentador presente das mesas de jogo, enviou a ele alguns problemas
sobre jogos, a fim de que fossem examinados por Pascal. Este teve muito interesse
pelos problemas e resolveu também envia-los ao amigo matematico Pierre de
Fermat (1601-1665), para o estudo dos problemas. A partir dai comegou a haver
correspondéncia entre esses matematicos. Devido a essas correspondéncias, diz-se
que surgiu a teoria das probabilidades, o que hoje denominariamos de
probabilidades finitas.

Com a necessidade de determinar o niumero de possibilidades existentes nos
jogos, ocorreu o desenvolvimento de novas técnicas de contagem, ou melhor, a
Analise Combinatoria, que comega a ter um tratamento cientifico (ou formalizado), o
que até entado nao havia acontecido.

Na visdo de Tavares e Brito (2005), “Um grande desenvolvimento da Analise
Combinatoria ocorreu devido aos problemas originados com os jogos de azar” (p.
35), entre esses referidos jogos, encontram-se os jogos de cartas, dados e moedas.
A teoria das probabilidades, ainda de acordo com os referidos autores, foi um
“terreno fértil para o desenvolvimento de novas técnicas da Analise Combinatéria”
(p. 36).

Os matematicos desse tempo nédo estavam tdo atraidos com estes novos
assuntos, a teoria das probabilidades e a Analise Combinatéria; porque a atencao da
maioria deles estava voltada a criacdo do calculo’, assunto de grande aplicabilidade.
Mas, de modo natural a teoria das probabilidades continuou seu desenvolvimento,
devidos as varias aplicagbes que surgiam, como exemplo, estudar situagcées como
taxas de mortalidade, prémios de seguros e muito mais.

Girolamo (Jerénimo) Cardano (1501-1576), nasceu em Pavia, Italia. Era
médico por profissdo; dedicou-se a Matematica; deixou varios livros escritos; entre
eles o De Ludo Aleae (Sobre os jogos de azar), publicado em 1663. O livro expde
conselhos sobre os jogos, ou um manual do jogador, e De Ratiociniis in Ludo Aleae

as primeiras nog¢des sobre probabilidades.

7 Newton e Leibniz sdo considerados os pais do calculo. (BOYER, 1974)
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As informacdes a seguir sobre Pascal e contemporaneos foram realizadas
com base em Boyer (1974) e Eves (2004).

Pascal e contemporaneos

Blaise Pascal (1623-1662), filho do matematico Etienne Pascal (1588-1640),
nasceu na provincia francesa de Auvergne e desde novo revelava-se habilidoso
para a Matematica. Embora, por ordem de seu pai, a educagao inicial estava
limitada ao estudo de linguas, mas no intervalo do recreio e de modo oculto, por sua
prépria vontade, em poucas semanas, Pascal estudou geometria e descobriu
diversas das propriedades das figuras geométricas. O pai de Pascal ficou tao feliz
com a nova atividade do filho que Ihe deu de presente um exemplar dos Elementos
de Euclides. Aos quatorze anos Pascal ja participava de reunides informais da
Academia de Mersenne em Paris.

Os resultados das correspondéncias entre Pascal e Fermat, causadas por De
Méré, nao foram publicadas por eles. Porém, em 1657, o matematico holandes
Christian Huygens (1629-1695), com base nas correspondéncias entre os franceses,
publicou um pequeno folheto, intitulado “De Ratiociniis in Ludo Aleae” (ou Sobre o
Raciocinio em Jogos de dados). Enquanto isso acontecia, Pascal realizava uma
ligagao do estudo das probabilidades com o tridngulo aritmético em 1653.

O Traiaté du Triangle Arihmétique de Pascal ja existia antes de Pascal. Os
hindus em 300 a.C. e os chineses em torno de 1250 e muitas outras pessoas de
nacionalidades distintas o conheciam, antes de Pascal. Mas Pascal estudou as
diversas relagbes que envolviam os numeros do tridngulo e muitas destas relagées
foram desenvolvidas por ele.

A construgcao do triangulo aritmético no tempo de Pascal (veja Figura 11) é

diferente da que usamos hoje.
Figura 11: Traiaté du triangle arihmétique
11 1 1 1
1 2 3 4 5
I 3 6 10 15
I 4 10 20 35
I 5 15 35 70

Fonte: Adaptacao de EVES (2004, p. 364)
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Uma de suas propriedades é: a partir da segunda linha, qualquer elemento é
dado pela soma dos elementos da linha anterior, situado acima dele ou a esquerda.

Como exemplo, 6=3+2+1,4=3+1.

Pascal ficou conhecido no mundo ocidental por causa do desenvolvimento e
aplicacbes que realizou com as propriedades do triangulo. Por isso o tridngulo
recebeu o nome no ocidente de tridngulo de Pascal.

Uma das primeiras apari¢cbes do principio de indugcdo matematica é
encontrado no tratado de Pascal sobre o triangulo.

Uma das aplicagbes realizada por Pascal foi a determinacao dos coeficientes
binomiais da expresséo de (x + y)'.

Pascal para resolver problemas de probabilidade, que eram necessarios para

obter o numero de combina¢bées de n elementos tomados p de cada vez (ou p a
p ), ele expressava verbalmente e, corretamente afirmava como obter. Fazendo uso

do simbolismo moderno, Pascal afirmava que:
n!
pl(n—p)

Onde o simbolo #!(leia: fatorial de »), introduzido pela primeira vez em 1808,
pelo professor Chistian Kramp (1760-1820) de Estrasburgo, Franca, cuja intencao
era simplificar a escrita.

O inglés Isaac Newton (1642-1727), nasceu no dia de Natal, no ano em que
morreu Galileu. Em 1661, por influéncia de um tio, por parte materna, que estudara
em Cambridge, veio a estudar no Trinity College.

Praticamente nos anos 1665 e 1666, devido a peste, o Trinity College ficou
fechado. Entdo nesse periodo Newton foi para casa e realizou quatro de suas
principais descobertas, ou seja, o teorema binomial, o calculo, a lei da gravidade e a
natureza das cores.

A maior contribuicaio de Newton para o desenvolvimento da Analise
Combinatéria foi a formula para a expansao do “bindbmio de Newton” (teorema
binomial), como conhecemos hoje, desenvolvido em 1664, talvez em 1665. Os
coeficientes binomiais para as poténcias inteiras ja eram conhecidos por muitos
matematicos ha pelo menos cinco séculos antes de Pascal, mas eles ndo usavam a

notacao exponencial de René Descartes (1596-1650). Esse fato impedia de realizar
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a transicdo de poténcias inteiras para fracionarias. A sugestdo de poténcias
fracionarias também foi dada por Michael Stifel (14867-1567) e Girard Desargues
(1591-1661), entretanto somente com Jhon Wallis (1616-1703) os expoentes
fracionarios comegaram a ser usados.

O teorema binomial descrito, explicado e mostrado por Newton, foi enviado,
em duas cartas a Henry Oldenbure (1615-1677), secretario da Royal Society, em
1676. Nessas cartas Newton anunciava pela primeira vez o teorema, para calcular

n—1

diretamente (1+ x)", sem ter que recorrer a (x+1)"", ou em outras palavras, cada

coeficiente pode ser obtido usando o anterior e além disso generaliza o resultado
para (x+y)q, onde g € um numero racional. A partir dai a formula obtida para seu

desenvolvimento passou a ser denominada de férmula do bindbmio de Newton. O
teorema binomial nao foi publicado por Newton, mas por Wallis, em 1685, que
atribuiu todo o mérito a Newton.

Se referindo a forma de expressédo dada por Newton (e Wallis), Boyer (1974,
p. 288) nos diz: “Que a descoberta ndo foi uma simples substituicdo de poténcia
inteira por fracionaria; foi resultado de muitas tentativas e erros da parte de Newton
em relagcao a divisao e radicais envolvendo quantidades algébricas”.

Outros grandes matematicos do tempo de Pascal e que vieram apéds ele se
dedicaram também ao desenvolvimento da Andlise Combinatéria. Matematicos
como, Euler, Jacques Bernoulli, Laplace e outros

Leonhard Euler (1707-1783) nasceu na Basiléia, Suica. Seu pai um pastor
calvinista, com certa vocagcao para a Matematica, ensinou-lhe os fundamentos da
Matematica e conseguiu que o filho viesse a estudar com Johann Bernoulli (irmao de
Jacques Bernoulli). Euler estudou quase todos os ramos da Matematica pura e
aplicada. Nao é exagero dizer que, quase toda a linguagem e notagcao usados hoje

na Matematica, principalmente a nivel universitario, devemos a ele.

Em Combinatéria, Euler contribuiu com a notacao [2} para representar a
p

n(n—1)n-2)---(n+p-1) equivalente a L' , porém a

1-2---n pl(n-p)

expressao

n
notagéo[ﬁ}, modernamente é (
q

J(Ieia: n sobre p).
p



65

Jaques Bernoulli (1654-1705) muito conhecido também por James (forma
aglicizada) ou Jakob (em alemao), nasceu e morreu na Basiléia, Suica. Pertenceu a
familia Bernoulli, que mais produziu matematicos de renomes na Histéria. Os
matematicos Bernoullis juntos com Leibniz, deixaram contribuicbes escritas,
principalmente, em artigos e em revistas.

O mais antigo documento substancial sobre a teoria das probabilidades é o
Ars Conjectandi (ou Arte de conjeturar), um classico, escrito por Jaques Bernoulli e
publicado em 1713. Essa obra esta dividida em quatro partes, a primeira parte
contém o trabalho de Huygens, ou seja, De ludo Aleae, com comentarios de
Bernoulli, na segundo parte encontramos uma teoria geral de permutacdes e
combinagdes, com a utilizagdo do teorema binomial e multinomial, além da primeira
prova adequada do teorema binomial para poténcias inteiras positivas e essa prova
foi dada por indugdo matematica. As outras duas ultimas partes sdo dedicadas a
Resolucao de Problemas de probabilidades.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), nasceu em Leipzig, Alemanha.
Estudou direito, teologia, filosofia e Matematica na universidade. Como ja foi citado,
€ considerado um dos criadores do calculo. Comecgou a desenvolver a characterisca
generalis, ou seja, concep¢ao de uma Matematica universal. A contribuicdo de
Leibniz para a Analise Combinatéria foi devido a generalizagdo do teorema binomial
para o teorema multinomial, que consiste em realizar a expansao de

(x+y+-~-+z)”

Pierre Simon de Laplace (1749-1827) de origem humilde, protestante, com
trabalhos importantes realizados em astronomia e Matematica. Foi um dos principais
matematicos da Revolugado Francesa. Desempenhou em papel modesto no Comité
de Pesos e Medidas. Dedicou-se a teoria das probabilidades mais que qualquer
outro. Escreveu diversos artigos sobre probabilidades, de modo que esses
resultados foram anexados no classico Théorie Analytique dés Probabilités em 1812,
que considerava todos os aspectos e todos os niveis da teoria. Em relagao a teoria
das probabilidades, certa vez Laplace se pronunciou: “E notavel que uma ciéncia
que comecgou com consideragcdes sobre jogos de azar se tivesse elevado ao nivel
dos mais importantes assuntos do saber humano”, Domingues (citado em IEZZ et
al., 1990, P. 155).
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Abraham De Moivre (1667-1754), um francés Huguenote, que foi para a
Inglaterra, depois da revogacdo do Edito de Nantes em 1685. Ganhava a vida na
Inglaterra como professor particular de Matematica. Em sua época, ou melhor, no
inicio do século XVIII muitos matematicos tiveram interesse pela teoria das
probabilidades é muitos progressos aconteceram nessa area. Um dos trabalhos
importante dessa época foi o de De Moivre, que publicou a “Doctrine of Chances”
(Doutrina do acaso), que continha questdes sobre dados, o problema de pontos,
retiradas de bolas de cores distintas de um saco, entre outros jogos. Desses
problemas, alguns ja tinham surgidos em Ars conjectandi, de Jacques Bernoulli.

De acordo com Boyer (1974, p. 313), em relagcao a publicacdo, de modo geral,
“‘De Moivre derivava a teoria das permutagcbes e combinagdes dos principios de
probabilidades, ao passo que agora costuma-se fazer o contrario”. Em seguida, vem
um exemplo.

Achar o numero de arranjos de duas letras escolhidas entre as letras
a,b,cde,f

Probabilidade de escolher uma letra particular é: %

Probabilidade de escolher outra letra especifica ser a segunda: %

Dai, a probabilidade de aparecerem essas duas letras nessa ordem
L1 1
6 5 30
De onde se conclui que o numero de arranjos possiveis, duas a
duas, é 30.

Em 1730, De Moivre, publicou um outro volume intitulado Micellanea
Analytica, com contribuicées a probabilidades e também pela cooperacao com o
desenvolvimento do lado analitico da trigonometria. De Moivre sé nao superou

Laplace em suas contribuigcdes a teoria das probabilidades.

Percebemos que a Analise Combinatéria ndo € uma Matematica pronta e
acabada, muito pelo contrario, ela se renova, com ampla e diversificadas técnicas de
contagem novas e métodos resolugao de varios problemas, além de um numero
cada vez maior de aplicagbes. Devemos tudo isso a criagao humana, pois muitos

homens de ciéncias ou nao, colaboraram para alcangar o patamar que temos hoje.
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4. METODOLOGIA

Neste capitulo apresentamos a metodologia da pesquisa e descrevemos
passo a passo os procedimentos metodolégicos.

A proposta pedagégica aqui apresentada foi desenvolvida em dois passos: o
primeiro trata da producdo de trés textos para os trabalhos, a elaboracdo de
problemas e o produto educacional; o segundo é o resumo do desenvolvimento da
pesquisa em etapas na sala de aula.

Este estudo esta inserido no ambito de pesquisa qualitativa em Educacao
Matematica, em concordancia com Ludke, André (2001, p.12), por isso a énfase é
muito mais no processo do que com o produto ou resultado. Dentro do nosso
problema estudado, para a coleta de dados empiricos, utilizamos observacao
participante que de acordo com Moreira (2002, p.52) o principal produto dessa
observagao participante resume em “relatos detalhados do que acontece no dia-a-
dia das vidas dos sujeitos e & derivado das notas de campo tomadas pelo
pesquisador’. As observacdes foram anotadas no decorrer da aplicacédo da
pesquisa, com detalhes, num caderno, que denominamos de diario de pesquisa (ou
de campo). Além disso, para obtermos mais subsidio para a pesquisa aplicamos um
questionario e avaliagdes de provas escritas (discursivas), com os alunos.

As avaliagbes foram as formas pelas quais verificaremos se o ensino e a
aprendizagem foram integrados. Aplicamos duas avaliagcbes uma intermediaria e
outra no final.

Alguns cuidados que tomamos com a preparagao da proposta que poderiam
influenciar na metodologia foram: adequar o material histérico ao nivel de
entendimento dos alunos, como por exemplo, usar uma linguagem clara e objetiva.
O tempo disponivel para aplicacao da proposta em sala de aula deveria estar em
harmonia com o planejamento do professor que aplicou e as atividades devidamente
conectadas com o conteudo curricular do 2° ano.

Com base na literatura que subsidiam a pesquisa, encontramos autores
(MIGUEL, 1997; MIGUEL E MIORIM, 2004; MENDES, 2006, dentre outros) que
defendem uma abordagem pedagégica que busque na Histéria da Matematica a

melhoria do ensino e a aprendizagem de Matematica. Por outro lado, com base



68

também na literatura pertinente (WALLE, 2009; POLYA, 2006, dentre outros), a
Resolucao de Problemas é defendida para o ensino e aprendizagem da Matematica.

Procuramos responder a seguinte questao nesta pesquisa: que contribuicées
uma proposta de ensino que recorra as potencialidades pedagoégicas da Histéria da
Matematica como ferramenta didatica, associada a Resolugdo de Problemas, pode
trazer para a aprendizagem de Analise Combinatéria para uma turma do 2° ano do
Ensino Médio de uma escola publica do Estado do Rio de Janeiro?

Para isso, tragcamos alguns objetivos especificos: elaborar um produto
educacional com base na Historia da Matematica e Resolucido de Problemas e
avaliar como foi o aprendizado da Analise Combinatéria a partir do uso da Histéria
da Matematica e Resolugcédo de Problemas. Identificar as potencialidades da Histéria
da Matematica que apareceram com mais evidéncias em sala de aula (encontros) e
verificar a relevancia (ou boas razées) da Resolu¢cédo de Problemas em sala de aula;
para a construcao de conceitos e conteldos pertinentes a Analise Combinatéria, por

alunos do Ensino Médio.

4.1. Producao de textos, elaboragcao de problemas e produto educacional

O primeiro passo da pesquisa foi a producdo de trés textos (Apéndice 1) e
elaboracao de problemas para a execug¢ao do produto educacional.

A elaboragao dos problemas incialmente foi feita pelo professor-pesquisador,
entretanto ndo podemos deixar de considerar que os problemas de Analise
Combinatéria permitem a elaboragdo de “novos” problemas e resolugbes por

caminhos distintos.

O produto educacional (livro)

Com o decorrer dessa pesquisa, e para suprir a necessidade de um recurso
de material didatico referente a Histéria da Matematica, elaboramos o livro didatico
(que é o produto educacional), com o titulo: “A Andlise Combinatéria Desenvolvida
com Aspectos Historicos”. Em poucas palavras, nosso trabalho de quase 90 paginas
€ essencialmente um livro de Analise Combinatéria, onde desenvolvemos os
conceitos combinatérios a partir de aspectos de sua Histéria e através de Resolugao
de Problemas.

O produto apresenta as caracteristicas que se seguem:
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(1) Acontecimentos historicos que favorecem trabalhos interdisciplinares, permitindo

a aproximacgao de outras disciplinas com as atividades matematicas;

(2) Aspectos da Histéria da Analise Combinatéria em cada capitulo;

(3) Variados Problemas combinatérios resolvidos e a serem resolvidos.

(4) Problemas com a intencao de agucar a curiosidade do estudante, uma vez que

estas propostas, em boa parte, procuram ser contextualizadas e associadas ao
cotidiano.

Ressaltamos que realizamos um trabalho da Histéria da Analise

Combinatdria, baseados em Boyer (1974), Eves (2004), Ifrah (2005), e, ainda, textos

de autores de procedéncia variada, publicados em revistas especializadas, como

Zetetiké, Revista do Professor de Matematica, entre outras.

O livro esta estruturado em quatro capitulos, assim divididos:
Capitulo 1: A contagem na histéria das civilizagbes
Abordamos o modo de vida do homem primitivo, suas necessidades, atividades
e como se desenvolveu a contagem. Em seguida apresentamos uma visao geral
do que é Combinatéria e para completar daremos alguns exemplos de
aplicagoes.
Capitulo 2: Contribuicées das antigas civilizagdes para a Analise Combinatéria
Escrevemos sobre fatos e feitos das antigas civilizagbes (egipcia, grega,
chinesa, hindu) que estao relacionados a Analise Combinatéria, e a partir dai,
com exemplos extraidos dessas civilizagbes e também com exemplos do
cotidiano apresentaremos o principio de adi¢cao, o principio de multiplicacéo; os
dois tipos de agrupamentos fundamentais da Analise Combinatoria, que sdo os
arranjos e as combinagbes e, ainda, as definicbes de arranjos simples,
permutacdes simples e combinagdes simples.
Capitulo 3: Acontecimentos e matematicos europeus a partir do século XVII
Diversas contribuicbes para a Matematica surgiram no séc. XVIl, entre elas o
aparecimento da teoria das probabilidades, que foi de grande importancia para o
crescimento da Combinatéria. Destacaremos 0s acontecimentos e os principais
matematicos que contribuiram, a partir desse século, para o desenvolvimento da
Combinatéria. Definiremos fatorial, e com a ajuda do principio multiplicativo

mostraremos o calculo do numero de arranjos simples, do numero de
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permutacdes simples e do numero de combinagbdes simples. Por ultimo, o
calculo do numero de permutacdes com elementos repetidos.
e Capitulo 4: Aspectos do nosso tempo € a moderna teoria dos grafos

Exporemos uma noc¢ado, de cunho mais histérico, sobre algumas das novas
técnicas de contagem, entre elas a das fungbes geradoras, a teoria das
particbes, o principio de Dirichlet, o principio da inclusdo e exclusao. Por ultimo
falaremos do comeco da relativamente moderna teoria dos grafos.

Observe que o produto educacional, ou seja, o livro, conforme descrito acima,
foi desenvolvido no decorrer da pesquisa, entdo o que foi levado para sala de
aula foram fragmentos, ou partes, e que somadas a outras adaptacdes e

ampliacdes de atividades o formaram.

4.2. O desenvolvimento da pesquisa em etapas na sala de aula

Universo da pesquisa

Consideramos o universo atingido os alunos de uma escola publica Federal
do Municipio de Nil6polis (Estado do Rio de Janeiro), do 4° periodo (equivalente ao
2° ano) do Ensino Médio técnico, onde normalmente se estuda Analise
Combinatdria. A pesquisa foi aplicada a uma turma com 31 alunos, com 18 do sexo
feminino e 13 do sexo masculino, com uma faixa de 16 a 18 anos, tendo uma carga
de 24 horas-aula (cada aula com 45 min), sendo o professor de Matematica da
turma um dos pesquisadores. Salientamos que tivemos a participacdo de um
professor estagiario, que colaborou no desenvolvimento da nossa proposta com a

turma.

Descricao resumida das etapas da pesquisa

Com base em Boyer (1974), Eves (2004), Ifrah (2005), entre outros, criamos
trés textos (Anexo 1), contando alguns aspectos da Histéria da Analise Combinatéria
e também criamos alguns problemas para que pudéssemos desenvolver os

conceitos abordados em Combinatoéria.

Etapa 1
O que é Analise Combinatoéria?
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Texto 1: A Contagem na Histéria das Civilizagdes (Anexo 1)
Algumas questdes que foram respondidas pelos alunos nesta fase:
a) Qual a importancia de saber contar?

b) Vocés sabem contar?

c) Vocés podem resolvam os problemas abaixo?

Quadro 1: Questdes da etapa 1

1) Em uma empresa cada funcionario tem uma senha para sua entrada, formada
por uma letra do alfabeto (considere o alfabeto com 26 letras), seguida de trés
algarismos. Com esse sistema, quantos funcionarios no maximo a empresa pode
cadastrar?

2) A pastelaria do Onésimo vende pastéis com op¢des de recheio de carne, queijo,
camarao ou banana, ndo sendo dada a op¢ao de mistura de recheios. De quantas
formas uma pessoa pode comprar 7 pastéis?

3) A Caixa Econémica Federal administra as Loterias Federais. Entre elas, a
Mega-Sena, que distribui prémios milionarios. Um jogador para fazer uma aposta
minima, tem que escolher 6 numeros entre 60 (01 até 60), disponiveis no bilhete
de aposta, ndo sendo permitido a repeticido de numeros. De quantas maneiras
distintas, fazendo uma aposta minima, uma pessoa pode jogar na Mega-Sena?

d) Sempre foi importante saber contar?
e) O homem primitivo ou da idade das pedras, sabia contar?
f) O que as perguntas anteriores tém haver com aula de hoje (Analise

Combinatéria)?

Apos essas indagagbes com a turma, o professor deu um texto (texto 1)
contando a Histéria da contagem nas civilizagdes para os alunos. Em seguida, a
leitura foi feita individualmente pelos alunos, e assim as perguntas foram
respondidas, exceto os problemas. Naquele momento, o aluno ja teria uma nogao do
que seria Analise Combinatéria.

A intencdo nesta fase foi levar o aluno a refletir que nem sempre é facil
contar, portanto é necessario estudarmos técnicas de contagem e também
percebermos a Matematica, de acordo com Miguel (1997), como criagao humana, e
buscar na Historia, em concordancia, com Fauvel e Maanem (1991, apud MENDES
et al., 2006) motivacdo da aprendizagem. Também tivemos como interesse
apresentar uma visao geral do que é Analise Combinatoria e apresentar algumas de

suas aplicagoes.
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Etapa 2
Texto 2: As contribuicdes das antigas civilizacbes para a Analise Combinatoria
(Anexo 1)

O texto 2 traz alguns acontecimentos, problemas ou atividades que as antigas
civilizagbes, separadamente exerciam, que hoje em dia seriam colocadas no campo
da Analise Combinatéria. Em relacao a leitura sobre Histéria tivemos o cuidado de
buscar nos alunos uma interagdo entre os textos que abordam a necessidade de
contagem do passado e como tal realidade é vivida no nosso presente, pois como
afirma Freire (2005) a leitura verdadeira que compromete de imediato o leitor é
aquela em que este vai se tornando também sujeito.

Procuramos, antes da elaboracdo dessa etapa, conversar com professores da
instituicdo de ensino, que trabalham com textos. Os mesmos alegaram que quando
os textos sdo dados para os alunos lerem no lar, nem todos os alunos fazem a
leitura pedida. Cientes desse fato, mesmo assim, decidimos que a leitura do texto
fosse feita fora do horario de aula, porque eram muitas paginas. Para que
pudéssemos desenvolver o trabalho, procuramos motivar (ou mais que isso,
provocar a predisposicao para a aprendizagem). Mas para que qualquer aluno
viesse a ter entendimento do tema abordado em aula, com aspectos histéricos,
descreveremos e discutiremos os fatos histéricos que deram sustentacédo para o
desenrolar dos contetidos combinatorios em sala de aula.

Em relacédo a civilizagdo egipcia, destacamos do papiro de Rhind (o mais
antigo documento de Matematica do Egito) o problema 79. Trouxemos, em seguida,
a interpretacao dada pelo historiador Cantor, apds ter associado o problema a um
outro da idade média, escrito no Liber Abaci, de Leonardo Fibonacci. A partir dai,
apresentamos de forma intuitiva os Principios de Adicao e Multiplicacdo, para em
seguida, exemplifica-los com situagdes do cotidiano que evidenciam os Principios e,
finalmente, formaliza-los. Os Principios sdo bem claros e fundamentais para a
Resolucao de Problemas de contagem. As demais técnicas de contagem derivam
desses Principios. Ainda com base texto 2 chamamos a atencdo da presenca do
Principio Multiplicativo em situacbes de outras civilizagdes, como no sistema de
numeracgao chinesa e na multiplicacao por reticulado dos hindus.

Nessa etapa foram apresentados também os dois tipos fundamentais de

agrupamentos, que sao os arranjos € as combinagcées. Com exemplos extraidos do
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texto 2 e do cotidiano, procuramos esclarecer os tipos de agrupamentos.
Ressaltamos que alguns dos exemplos vieram em forma de perguntas, como
exemplo: 1) No quadrado magico conhecido como Lo Shu, quando alteramos a
ordem de seus elementos (numeros) obtemos um agrupamento do tipo arranjo ou
combinacgao?

2) No Stomachion de Arquimede, quando encontramos uma forma diferente de
encaixar as catorze pecas para formar um quadrado estamos diante de um
agrupamento do tipo arranjo ou combinagao?

Nesta etapa foram entregues duas listas de atividades envolvendo o PM
(Principio Multiplicativo), uma foi abordada em sala de aula, onde incentivamos os
alunos a interpretar, argumentar, exporem suas ideias de buscarem maneiras de
resolver os problemas. Provemos uma interagéo professor e alunos e aluno-aluno. A
segunda lista de atividades foi resolvida por eles no lar. Em horario extraclasse as
duvidas foram retiradas pelo professor. Os horarios para as retiradas de duvida sao
costumeiros na instituicado de ensino.

Foi dada maior énfase a Resolugdo de Problemas, sem utilizacdo de
férmulas, o que permitiu que o PM fosse bem assimilado pelos alunos.

‘A maioria, sendo todos dos conceitos e procedimentos matematicos podem ser
ensinados melhor através de resolugao de problemas (WALLE, 2009, p. 57).”

Nossa intencao € que através de problemas, os alunos possam compreender
melhor e solidificar os conceitos de Combinatéria e verificarmos as boas razdes, de
acordo com Walle (2009), para prosseguirmos com o estudo.

Ressaltamos que além do texto 2 e das listas de atividades, os alunos
receberam uma apostila de Analise Combinatéria e também foram orientados a
pesquisarem em livros dispostos na biblioteca da escola, além dos links do Rived,
onde aparecem maneiras interessantes de abordar a Combinatéria, pois com base
em Moreira (2011) podemos dizer que a diversidade de materiais representam muito
melhor a producdo do conhecimento humano e implica em questionamento. Os
livros da biblioteca foram previamente selecionados pelos professores da casa. Essa

também & uma praxe da instituicao.
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Etapa 3

Texto 3: Acontecimentos e matematicos europeus a partir do séc. XVII (Anexo 1)
Nesta etapa nao ficamos restritos aos matematicos e acontecimentos do séc.

XVII, porém o século foi simplesmente fantastico para a Matematica. Em relagdo ao

nosso tema de estudo, a Analise Combinatéria, houve um grande desenvolvimento,

gracas ao surgimento da teoria das probabilidades. A Analise Combinatéria recebeu

um tratamento matematico (formal) que até entdo nao se tinha visto.

Apresentamos o simbolo n!, usado pela primeira vez na Franga, com o
objetivo de simplificar certas multiplicacbes extensas. Definimos fatorial de » , para

em seguida realizarmos atividades num compartilhamento entre professor e alunos.
Uma segunda quantidade de atividades foi dada para que os alunos resolvessem
em dupla (ou no maximo grupos de trés), com a orientacao do professor. Algumas
das solugdes dadas pelos alunos foram socializadas com a turma. Uma terceira lista
de atividades foi dada para os alunos resolverem no lar e trazerem as duvidas em
horarios disponiveis, fora do horario de sala de aula. Os horarios para as retiradas
de duvida sao costumeiros, na instituicdo de ensino, como ja citamos.

Desenvolvemos, através de raciocinio matematico, as formulas para o calculo
do numero de arranjos e combinacdes. Destacaremos que as férmulas foram
simplificadas com a ajuda de fatoriais.

Priorizamos o estudo dos arranjos, permutacdes (caso particular dos arranjos)
e combinagdes, pois de acordo com Morgado et al. (2006, p.1), “eles sao certamente
0s mais simples e de uso mais amplo”.

Destacamos fato e feitos histéricos do texto 3, além de situagdes do cotidiano,
para desenvolvermos conceitos de Combinatoria.

Também nesta etapa deixamos uma lista de atividades para uso em sala de
aula e outra lista para o lar; de modo analogo as atividades das listas iniciais, ou
seja, com horario para retirada de davidas.

Ao completar esse momento o aluno ja era capaz de escolher a melhor
maneira de resolver um problema combinatério, isto €, por meio de férmulas ou
somente pelo Principio Multiplicativo.

Durante as atividades que envolviam resolugbes de problemas procuramos
reforcar a capacidade critica e a curiosidade dos alunos. O rigor metodolégico que

envolve essas atividades nédo pode ser confundida com a educacao “bancaria”, tao
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criticada por Freire (2003). Ao contrario, procuramos estimular a curiosidade e a
critica para que os alunos participassem ativamente do processo como reais sujeitos
da construgao e da reconstrucao do saber ensinado.

Embora a nossa pesquisa esteja voltada para o Ensino Médio, tragamos uma
breve exposicao do crescimento da Analise Combinatéria, com suas modernas e
poderosas técnicas de contagem (Fungdes Geradoras, Teoria das Particoes,
Principio de Dirichlet, Principio da Inclusao e Exclusao) e por ultimo apresentamos o
comecgo da relativamente moderna Teoria dos Grafos. A énfase dada foi mais
historica.

Com esses recursos e novidades, os alunos, mesmo em uma sala de aula

classica, podem se sentir predispostos e valorizados para a aprendizagem.
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5. RESULTADOS, DISCUSSOES E ANALISES

Apresentamos os resultados, discussbes e analises dos encontros vividos em
sala de aula. Organizamos a proposta desenvolvida em sala de aula em trés
etapas, tal que cada etapa contou um pouco de Histéria da Analise Cominatéria, de
forma que as etapas geraram 12 encontros, um total de 24 tempos, cada tempo com
45 minutos de aula. Os registros dos acontecimentos em sala de aula foram feitos
em um caderno que chamamos de diario de campo (ou de pesquisa), como ja

citamos.

5.1. Descricao da implementacgao da pesquisa (Os encontros)
Apresentamos aqui, uma descricao do processo vivido e a analise das
informacgdes coletadas. A identificacao de qualquer sujeito, no registro foi a partir de

uma letra maitscula do nosso alfabeto.

1° encontro

Em sala de aula o 1° passo foi explicar como seria a implementacdo da
proposta de pesquisa, com a intengcao de transmitir uma maior credibilidade a
mesma e, por consequéncia a colabora¢ao dos alunos. Tivemos a participacao do
professor estagiario A, que nos ajudou com anotagcbes dos acontecimentos no
decorrer da aula. Estas anotacées mais tarde foram unidas as considera¢des do
professor pesquisador no diario de pesquisa (ou de campo).

Em seguida foram feitas algumas perguntas provocativas aos alunos a fim de
problematizar o ensino da Analise Combinatéria, tais como: “Qual a importancia de
saber contar?” “Vocés sabem contar?” “O contar tem a ver com Andlise
combinatéria?” Entre outras. Estabelecemos um didlogo com os alunos e ao mesmo
tempo observamos os conhecimentos prévios dos mesmos, pois o conhecimento
prévio, a experiéncia, ou a percepg¢ao prévia é o fator isolado mais importante para a
aprendizagem significativa, de acordo com Moreira (2011).

Observamos que as respostas, em relacdo a pergunta se sabiam contar,
foram unanimes, ja que todos responderam que sim, que supostamente eles sabem
contar. Com esta afirmag¢ao que sabem contar, foram propostos alguns problemas

de Combinatodria, ja apresentados no Quadro 1 no capitulo anterior, para identificar
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como eles compreendem o significado de “saber contar’. Estes problemas (Quadro
1) foram passados, pausadamente, de maneira verbal para os alunos, sem a
necessidade de copiarem. Verificamos que os alunos perceberam que nem sempre
é facil contar (enumerar os elementos de um conjunto), portanto, salientamos que
precisamos de técnicas de contagem.

A opc¢ao por cada problema apresentado de maneira verbal teve a intencao
de concentrar em um unico debate e destacar a “Analise Combinatéria” apresentada
nos problemas. Os alunos também notaram alguns campos de aplicagdo da Analise
Combinatéria.

O significado que eles tinham de “saber contar” foi ampliado, quando os
alunos perceberam, através da apresentacdo de problemas com situagbées do
cotidiano, que o fato de “saber contar” ndo é sempre tdo simples como o contar
numeérico de “contar nos dedos” e que pode ser muito vezes bem mais complexo
que eles imaginavam.

Prosseguindo os alunos realizaram a leitura, individualmente, do Texto 1
(Apéndice 1). Levaram em torno de 8 minutos de leitura. Tivemos como objetivo
apresentar para os alunos um pouco do desenvolvimento da Histéria da Analise
Combinatéria, como instrumento potencializador da aprendizagem significativa e da
predisposi¢cao a aprender, favorecendo aprendizagem e humanizando o ensino de
matematica através de situagdes reais e de transformacao social no decorrer dos
tempos, isto &€, no sentido de que os alunos percebam que as pessoas que a
desenvolveram sao seres humanos comuns. Enfim, uma Matematica compreendida
dentro do contexto da criagdo humana, pensamento este em concordéncia com
Miguel (1997).

Apo6s a leitura, surgiram perguntas sobre o texto 1, as perguntas como
destaca Moreira (2011) sao fundamentais no dialogo entre aluno e professor para se
apropriarem de novos conhecimentos.

A seguir, apresentamos a descricdo de algumas dessas perguntas,
comentarios e as respostas apresentadas pelo professor.

O aluno B: -Professor, pode esclarecer melhor o que é um
numero concreto e abstrato?

Professor: -Alguns autores classificam em numeros abstratos,
simplesmente, como o numero que ndo vem acompanhado de
unidades, como dez, duzentos e trés. JA o nuUmero concreto vem
seguido de uma unidade, por exemplo, oito bananas, sete balas.

A aluna C: -Em toda aula teremos Histéria?
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Professor: -Por qué? Vocé nao gosta de Histéria?
AalunaC: -Eu nao gosto de Histéria.
Professor: -Embasados em referenciais teéricos, ou seja, em

pesquisas em Educacdo Matematica, que envolvem Histéria da
Matematica, sdo destacados diversos beneficios. Porém néo é nossa
intencdo dar um curso de Histéria, mas sim um curso onde
buscaremos alguns aspectos, no decorrer da Histéria da
humanidade, de modo que, nos permitam desenvolver (ou ajudar) a
construirmos os conceitos de Analise Combinatéria, além de
problemas do dia-a-dia que buscaremos para este feito.

O aluno D:  -Na prova, também sera cobrado a parte de Histéria?
Professor: -Nao.

Nos questionamentos acima, podemos observar que o aluno, provavelmente,
estd acostumado com a educacdo mecanicista (bancaria) Freire (2003), quando
percebemos a preocupacdo com o conteudo a ser “cobrado” na prova ou se a
Historia estaria incluida como contelido de Matematica. E fato que dificiimente o
professor de matematica, principalmente no ensino médio, utiliza em suas aulas
textos de Histéria.

Verificamos a opinido dos alunos em relacdo ao texto perguntando se
gostaram do texto 1? Mais uma vez, por unanimidade eles afirmam que gostaram do
primeiro texto (respondendo verbalmente ou sinalizando com as maos); até mesmo
a aluna C, que tinha relatou que nao gosta de Histéria.

As manifesta¢des dos alunos nas falas, ap6s a leitura do texto 1, nos levou a
acreditar que a insercdo da Historia potencializou, de alguma forma, o processo de
aprendizagem.

Em relagdo ao Texto 1, opinido de aluno:

Aluno V: Eu achei muito agradavel a leitura do texto e foi
interessante pra mim.

Neste encontro, também, demos uma visdo geral do que € Analise
Combinatdria, falamos de alguns campos do saber humano, onde podemos aplica-
la.

E interessante salientar que até o professor estagiario A ficou entusiasmado
ja no primeiro encontro e considerou a Histéria da Matematica como uma boa
estratégia para o comec¢o do ensino e aprendizagem da Analise Combinatéria. Em
seguida, trazemos a fala do professor estagiario a respeito do primeiro encontro.

Professor estagiario A: Gostei, pois a gente ndo esta acostumado a
ver a Histéria da Matematica nas aulas e também pude observar que
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os alunos gostaram bastante. Acho que valeu apena essa maneira
de comecar a aula de Analise Combinatéria.

Com a fala do Professor estagiario A, concluimos que tanto ele como os
alunos se mostraram predispostos a aprender Analise Combinatéria ja que ele diz
“Gostei, pois a gente ndo esta acostumado a ver a Histéria da Matematica nas aulas

e também pude observar que os alunos gostaram bastante”.

2° encontro

O professor inicia a aula destacando a parte do Texto 2 (Contribuicbes das
antigas civilizagbes para a Analise Combinatéria), que se refere ao problema 79 do
papiro de Rhind ou “problema dos bens”, e apresenta a interpretacao do problema
conforme o entendimento do historiador Cantor, assim escrito:

Uma relacdo de bens consistia em sete casas; cada casa tinha sete
gatos; cada gato comeu sete ratos; cada rato comeu sete espigas de
trigo; e cada espiga de trigo produzia sete hecates de graos. Casas,
gatos, ratos, espigas de trigo e hecates de graos, quantos havia
disso tudo? (EVES, 2004, p. 76)

As informacgdes do problema visam conduzir o aluno a compreensao de dois
principios basicos da Combinatéria, os Principios da Adigcao e da Multiplicagéo.

O aluno L, pergunta: -Professor esses principios (Adicdo e
Multiplicacado) sdo bem simples, né?

Professor: -E verdade, porém esses principios formam a base para a
construgado da Analise Combinatéria. De acordo o historiador Biggs,
que faz parte de nossa referéncia bibliografica, a pedra fundamental
da Analise Combinatéria estd nos Principios de Adicdo e
Multiplicacao.

A fala do aluno “esses principios sdo bem simples” nos remete ao
entendimento do aluno que certos conceitos nao precisam ser tao discutidos, porém,
em nosso entender, € necessario que um conceito, ou uma nog¢ao importante, como
por exemplo esses principios, haja uma maior reflexdo, para um maior significado e
compreensao do assunto abordado. Aprendizagem Significativa, conforme destaca
Moreira (2011), permitira detectar as falsas verdades e as causalidades ingénuas.
Fica portanto evidenciado que a aprendizagem significativa critica ndo decorre
apenas da pergunta, isso é 0 que se critica, ou seja, a causalidade simples que nos

leva facilmente ao que € identificavel.
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Em seguida, exploramos alguns problemas (Quadro 2) que envolveram os

Principios, e logo depois formalizamos. Eis os problemas:

Quadro 2: Problemas utilizadas no 2° encontro.

1) Num Colégio interno de meninos ha duas modalidades de esporte: futebol e natagao.
Dentre eles 250 praticam futebol, 150 natacao e 100 praticam futebol e natacao e, ndo
ha quem nao pratique pelo menos um desses esportes. Quantos alunos praticam um
Unico esporte?

2) Uma pequena fabrica de pano de pratos, oferece a seus clientes cinco modelos de
estampas, em seis cores diferentes. Um cliente que quiser adquirir um pano de prato
tem quantas opg¢des?

3) Em uma empresa cada funcionario tem uma senha para sua entrada. A senha é
formada por uma letra do alfabeto (considere o alfabeto com 26 letras), seguida de trés
algarismos. Com esse sistema, quantos funcionarios no maximo a empresa pode
cadastrar?

4) Quantos numeros de prefixos de telefones especiais de trés ou quatro algarismos
distintos podem ser formados com os algarismos 1, 2, 3,4, 5¢e 67

5) “problema da Mega-Sena”

A série de atividades resolvidas com os alunos, num dialogo professor-aluno,
visaram a construcao e solidificacao dos principios, incluindo atitudes perante esta
ciéncia. Através de perguntas, criamos uma dinamica que previa observagoes,
descobertas, acertos, erros e principalmente ousadia para a tomada de decisées. De
acordo com Moreira (2011, p. 227) a interagdo social € indispensavel para a
concretizacdo de um episddio de ensino.

Nosso principal objetivo nesse segundo encontro foi levar os alunos através
de situagbes extraidas da Historia da Matematica e também com problemas do
cotidiano a compreenderem o Principio de Adicdo e o Principio de Multiplicagcao
(PM) e a importancia deles (os Principios) para a Resolugao de Problemas de
contagem e da construcao da prépria Analise Combinatoéria.

Os alunos sentiram dificuldades no problema da “Mega-Sena”. Nossa
intencao foi mostrar que em alguns problemas a aplicacao direta do PM, pode ser
trabalhosa e que outros conceitos que seriam apresentados em outros encontros
ajudariam a resolver de forma mais simples.

Destacamos que na Resolucdo dos Problemas utilizamos as fases de
resolucao de Polya (2006), enfatizando a primeira fase: para resolver um problema é
preciso compreender o problema (“Qual a incognita? Quais os dados? Qual é a

condicionante?”).
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3° encontro

Demos prosseguimento com atividades envolvendo o PM, para serem
resolvidas individualmente pelos alunos. Algumas das resolu¢gées encontradas por
alunos, que seguiram em caminhos diferentes dos demais, foram socializadas.
Procuramos perceber nos alunos alguns sinais nao verbais, como: concentracao e
atencao para a Resolucao dos Problemas, envolvimento deles nas atividades. Enfim
procuramos verificar o valor da Resolugdo de Problemas, em concordancia com o
pensamento de Walle (2009, p. 59), ou seja, “uma abordagem de resolugédo de
problemas envolve os estudantes”. Salientamos que quando alguém (aluno) erra
um problema € necessario verificar onde ocorreu o erro, pois nao ha nada de errado
em errar, & da natureza humana errar, o homem aprende corrigindo seus erros e o
conhecimento individual € também construido superando erros, em concordancia
com Moreira (2011).

Além disso, no decorrer da aula, com base no Texto 2, chamamos a atencao
para o Principio da Multiplicagdo, em outras das grandes civilizagbes, como os
chineses, encontramos o chamado “sistema de agrupamento multiplicativo” e com
os hindus a “multiplicacdo em reticulado”.

Estabelecemos como objetivos que os alunos aprendessem a resolver
problemas Combinatérios fazendo uso somente dos Principios de Adicdo e
Multiplicagdo e que conhecessem o “sistema de agrupamento multiplicativo” dos
chineses e, com os hindus, a “multiplicacdo em reticulado”, pois ambos retratam o
nosso Principio Multiplicativo, de forma que os alunos também tivessem uma
perspectiva cultural diferente da ocidental. Eis alguns problemas (Quadro 3)

trabalhados nesse encontro:

Quadro 3: Problemas trabalhados no 3° encontro

1) No cédigo Morse, uma letra é composta pela sucessao de tragos e pontos, podendo
haver repeticbes dos simbolos. Determine o numero de letras que podem ser
representadas com 4 simbolos.

2) Com a reforma do quarto da Aninha, a parede de frente para a porta ficara com cinco
faixas, cada faixa sera pintada com uma cor, ndo havendo duas faixas sucessivas de
mesma cor. Dispde-se de 4 cores para pintar a parede. De quantas formas isto pode ser
feito?

3) Na estamparia do senhor Haroldo, chegou um pedido para numerar 1000 camisetas
de 1 até 1000. Para isso € necessario comprar uma certa quantidade de figuras dos
algarismos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9. As figuras dos algarismos comprados serao
estampadas nas camisetas. Para que nao haja sobra de material, determine quantas
figuras do algarismo zero tém que ser compradas?
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4° encontro

Neste encontro, voltamos ao Texto 2, e as informacgdes histéricas citadas
aqui, sao referentes a ele. Comecamos a aula comentando sobre os dois tipos
fundamentais de agrupamentos (arranjos e combinagdes). Ainda com base no Texto
2, extraimos exemplos que comprovam a existéncia desses agrupamentos.
Os exemplos vieram em forma de indagac¢des, por exemplo:
1) No quadrado magico conhecido como Lo Shu, quando alteramos a ordem de seus
elementos (numeros) obtemos um agrupamento do tipo arranjo ou combinag¢ao?
2) No Stomachion de Arquimede, quando encontramos uma forma diferente de
encaixar as catorze pecas para formar um quadrado estamos diante de um
agrupamento do tipo arranjo ou combinagao?
3) No livro “Lilavati”, de Bhaskara, apareciam problemas de Analise Combinatoria
parecidos com problemas de livros didaticos de hoje; porém com quantidades
pequenas de elementos.
Exemplo:
Quantos sao os tipos de sabores (gostos) que podem ser feitos, usando dois tipos
distintos, escolhidos entre 3 sabores distintos?
Cada agrupamento que podemos formar, nas condigbes dadas, representa um
arranjo ou uma combinagao?

Com exemplos do cotidiano, esclarecemos o que é um arranjo simples, uma
permutacao simples e uma combinagao simples.

Eis alguns exemplos:

Quadro 4: Exemplos utilizados no 4° encontro

1) Em um campeonato de futebol participaram apenas quatro times: Flamengo,
Botafogo, Fluminense e Vasco. Serdao premiados apenas os dois primeiros colocados,
considerando que ndo ha empate. Determine o niumero de possibilidades da premiacao.
2) Arnaldo, Vinicios e Solange sao trés amigos e gostariam de tirar uma fotografia deles
juntos, lado a lado. De quantas maneiras isso pode ser feito?

3) Dos quatro melhores alunos da turma A, dois serdo selecionados, por sorteio, para
visitarem o IMPA (Instituto de Matematica Pura e Aplicada) do Rio de Janeiro. De
quantos modos podem ser escolhidos dois alunos, entre os quatro?

Esclarecemos que os exemplos dados foram bem simples, porém quando o
numero de elementos € grande e ainda obedecendo a certas condi¢cdes, podemos
ter problemas que exigirdao alta dose de criatividade, além de utilizarmos uma ou

mais técnicas de contagem, para resolvé-los.
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Contamos um pouco da Histéria do simbolo »!, onde e para que surgiu, e

definimos fatorial. Em seguida demos uma lista de atividades envolvendo fatorial
para ser resolvida, individualmente, em sala de aula. A turma teve um bom resultado
e algumas poucas duvidas individuais foram sanadas. Destacamos algumas

atividades envolvendo fatorial (Quadro 5):

Quadro 5: Atividades com fatoriais no 4° encontro

1) Simplifique e calcule:

9! 5 10! 5k 41
D3 ) 16! 4
2) Simplifique:

a) (n+1)! b) (n+1!—-n!
n! n!

3) Resolva a equacéo (n — 3) 1=24.

Comentamos que as férmulas que veriamos mais tarde para o calculo do
numero de arranjos simples e outras, ficariam mais simplificadas com o uso desse

simbolo. Ainda discutimos como obter !, fazendo uso de uma calculadora
cientifica, embora algumas calculadoras ja tragam »! para o calculo direto.

Os objetivos principais desse quarto encontro foram levar os alunos a
esclarecerem a diferenca entre os dois tipos de agrupamentos: arranjos e
combinagdes, através de exemplos extraidos da Historia e também do cotidiano;
levar os alunos também com exemplos do cotidiano a perceberem o que sao
arranjos simples, o que sao permutag¢des simples e o que sao combinagdes simples;
esclarecer a importancia da criacao de fatorial para a simplificacdo de expressdes

que apresentam produtos de numeros naturais consecutivos.

5° encontro

Como o periodo letivo foi atipico, tivemos duas semanas consecutivas sem
haver aula (recesso escolar). Finalmente, retornando os encontros, comegamos com
o Texto 3 (Acontecimentos e matematicos europeus a partir do século XVIl),
comentando a respeito da subita manifestacdo da Matematica e as diversas
contribuicdes que surgiram para esta area, que em grande parte, sem margem de
duvidas, foi devido aos avangos sociais, politicos e econdmicos em que vivia a
sociedade da época. Em relagdo ao nosso tema de estudo, a Analise Combinatéria,
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houve um grande desenvolvimento e isso foi possivel, gragcas ao surgimento da
teoria das probabilidades. Entre alguns dos matematicos europeus que citamos,
destacamos Blaise Pascal.

Em seguida, deduzimos uma férmula, utilizando o PM para calcular o niumero
de arranjos simples. Resolvemos alguns problemas com os alunos, de modo que
estes sempre foram trabalhados com as informagdes extraidas dos enunciados e
conforme as interpretagcdes dadas por eles. Nestes momentos, o professor atuou
como um orientador, incentivador e facilitador da aprendizagem. Na prdxima etapa,
propomos algumas atividades com problemas combinatorios para serem revolvidos
em dupla. Os alunos formaram as duplas de acordo com a vontade deles, porém
alunos que ficaram isolados, foram acrescentados a um desses grupos formados.
Portanto, houve grupos com dois ou no maximo com trés alunos. Quando os grupos
terminaram o trabalho, discutimos e socializamos algumas das solugdes
encontradas por eles. Segue alguns problemas resolvidos com os alunos (Quadro
6):

Quadro 6: Problemas resolvidos no 5° encontro

1) A senha de acesso ao meu computador é formada por duas vogais distintas, seguidas
de trés algarismos pares distintos, Quantas sao as possiveis senhas de acesso?

2) Um carro possui cinco lugares. Cinco pessoas entram neste veiculo mas, destas apenas
uma sabe dirigir. De quantas maneiras diferentes essas pessoas podem se assentarem?

Durante esse momento alguns alunos perceberam que poderiam resolver os
problemas usando o PM, sem a necessidade de usarem a formula para o calculo do
numero de arranjos simples. Eles simplesmente resolveram e perguntaram se
podiam continuar fazendo assim. Confirmamos positivamente e aproveitamos para
avisar que qualquer problema que envolve arranjos, pode-se usar somente o PM.

Walle (2009, p. 59) nos diz que “A resolugao de problemas possibilita um
ponto de partida para uma ampla gama de alunos. As boas tarefas baseadas em
resolucao de problemas possuem multiplos caminhos para chegar a solu¢ao.”
Podemos observar que, de fato, a Resolucao de Problemas possibilita esse ponto de
partida, pois identificamos caminhos distintos para a solugdo de um mesmo
problema nos grupos de alunos participantes da pesquisa. Segue a atividade que foi
resolvida por um dos grupos e socializada com a turma (Quadro 7) e em sequéncia

a resolucao dessa atividade na Figura 12.
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Quadro 7: Problema resolvido pelos grupos no 5° encontro

Mateus, Rafael, Olga, Kelly e Viviane formam uma fila. De quantos modos a fila pode ser
formada, de modo que a Kelly seja a primeira da fila?

Figura 12: Resolugao do grupo formado pelos alunos H, J e K
FILA
kE%LY SEGEJNDOTERCJEIROQUARTO QUINTO
A A

Possibilidades: 1 4 3 2 1

Pelo PM, vem: 1-4-3-2-1=24
Logo, a fila pode ser formada de 24 modos.
Fonte: dados da pesquisa

Uma outra resolucao, do grupo formado por Z e X, desta mesma ativiade é

apresentada na Figura 13.

Figura 13: Resolucdo do grupo formado pelos alunos Z e X

Como o lugar da Kelly é o primeiro da fila, entdo ja esta garantido, vamos escolher o
lugar das de outras pessoas.
A ordem dos elementos é importante, trata-se de um arranjo. Assim:

4,,=1-4-3-2.1=24 modos.

Fonte: dados da pesquisa

Observe os modos distintos de resolugdo, ambos corretos. Porém, a primeira
recorre ao PM, enquanto a outra prefere resolver utilizando a férmula de arranjo
simples, sem a notacéo de fatorial. Comentamos com os alunos que a aplicagcédo do
PM em vez da férmula, seria melhor. Mas, a escolha fica a critério de cada um.

Nosso principal objetivo foi desenvolver o calculo do 4, , através do Principio

Multiplicativo.

6° encontro

Inicialmente, houve um tempo para o esclarecimento de duvidas das aulas
anteriores, embora a turma tenha horario extraclasse para tirar duvidas. Mas para
nds foi uma maneira de comegarmos a aula e dizer a respeito de um caso particular
dos arranjos, que sao as permutacdes, e como calcular o nimero de permutagdes

simples através da formula para o calculo do numero de arranjos simples.
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Resolvemos, seguindo a mesma dindmica de resolver problemas, com as
fases de resolucao do Polya (2006) e como as anteriores, fazendo o aluno vivenciar

o processo de construgdo do conhecimento. Segue o problema:

Quadro 8: Problema resolvido no 6° encontro

Fabricio, Rodrigo, Antonio e Cristina sdo amigos e juntos abriram uma empresa. O nome
da empresa tem as letras iniciais do nome de cada um deles. Determine o nimero de
nomes possiveis dessa empresa.

A seguir, apresentamos aos alunos atividades que foram dadas para serem
resolvidas em dupla. Nossa preferéncia por dupla foi para estimular o dialogo (troca
de experiéncia e conhecimento) entre eles; “ndo permitimos duvida individual”, ou
seja, as duvidas individuais antes eram discutidas na dupla, para que, ou fossem
sanadas entre eles ou se tornariam duvidas da dupla, “forcando” o didlogo e a
analise das solugdes. Eis alguns problemas (Quadro 9):

Quadro 9: Problemas resolvidos pelos grupos no 6° encontro

1) Determine o numero de maneiras que podemos dispor em fila indiana 4 mulheres e 4
homens, de modo que as mulheres figuem sempre juntas.

2) Formados e colocados em ordem crescente todos os numeros de 5 algarismos
distintos, obtidos com 1, 3, 5, 6 e 7, que posicdo ocupa 0 numero 613757

Alguns desses problemas revolvidos pelas duplas foram socializados com os
demais grupos da turma, com o intuito de compreender que um mesmo problema
pode ser resolvido por caminhos diferentes. Destacamos que a maioria dos grupos
resolveram os problemas sem o uso de férmulas, ou seja, fizeram uso somente do
Principio Multiplicativo.

Comentamos que o matematico inglés Rorert Recorde em 1557, usou pela
primeira vez o sinal de igual, porém as linhas paralelas eram mais compridas do que
hoje. Mencionamos também outras curiosidades matematicas a respeitos dos
simbolos que usamos hoje. Em Moreira (2011), “conhecimento” ou “conteudo” é
linguagem, nao sé palavras (mas principalmente), outros signos, instrumentos e
procedimentos. Ensinar Matematica ou outra “matéria” é ensinar linguagem e
aprendé-la de maneira critica € percebé-la de forma substantiva e nao literal.

Neste encontro trabalhamos também como calcular o numero de
combinagdes simples. Resolvemos novamente o problema da “Mega-Sena” (a

primeira vez foi somente com o uso do PM), mostrando que 4, =6!C, ., dai:

4 , , L . .
Coo6 =% e em seguida generalizamos esse resultado, isto &, obtivemos a formula
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para o calculo do numero de combinagbes. Eis alguns dos problemas que

resolvemos com os alunos (Quadro 10):

Quadro 10: Problemas resolvidos com os alunos no 6° encontro

1) O Hortifruti Bem-Viver resolveu inovar, vendendo salada de frutas a seus clientes. O
“‘Bem-Viver” dispde sempre de 10 opgbes de frutas para a salada. De quantas maneiras
diferentes um cliente pode fazer seu pedido, escolhendo seis op¢des de frutas?

2) Numa lagoa existem cinco espécies de peixes: tilapia, lambari, acara, pacu e apapa.
Determine:

a) de quantos modos distintos uma pessoa pode fazer uma peixada com trés dessas
espécies?

b) de quantos modos distintos uma pessoa pode fazer uma peixada com trés dessas
espécies, incluindo sempre o0 acara?

Nossos objetivos foram obter o calculo de P, através do entendimento do
calculo de 4, , e resolver novamente o problema da Mega-Sena, mostrando que
Ag s =1 1Cy € €m seguida generalizando para o calculode C, .

7° encontro

Ainda com base no Texto 3, comentamos que muitos matematicos que vieram
depois de Pascal dedicaram-se a Combinatéria, e que hoje em dia as férmulas que
usamos sao devido ao simbolismo que comegou a surgir no século XVI e de maneira
mais intensa no século XVII.

Depois de um pouco de Histéria em sala de aula, voltamos ao ponto de onde
paramos no encontro anterior para resolvermos atividades de combinagbes em

dupla. Eis alguns dos problemas (Quadro 11):

Quadro 11: Problemas resolvidos em dupla pelos alunos no 7° encontro

1) Nao sabemos de onde vem os jogos de carta, mas provavelmente, vieram de uma das
antigas civilizagdes: China, Egito ou india. Modernamente o jogo de cartas é conhecido
como baralho. Esse jogo contém 52 cartas, que sao distribuidas em 4 naipes (ouros,
copas, espadas e paus), sendo que cada naipe tem 13 cartas (1 as, 3 figuras (dama,
valete e rei) e 9 cartas numeradas de 2 a 10). Considerando todas as 52 cartas, responda:
a) Quantos agrupamentos podemos formar com 2 figuras?

b) Quantos agrupamentos de 5 cartas, em que aparece exatamente 1 figura, podemos
formar?

¢) Quantos agrupamentos de 5 cartas, ndo contendo nenhum rei, podemos formar?

d) Quantos agrupamentos de 5 cartas podemos formar, de modo que cada agrupamento
contenha pelo menos uma figura?

2) Tenho 5 irmaos e quero convidar, pelo menos um irm&o, para jantar comigo. De
guantas maneiras distintas posso fazer isso?

Nosso objetivo principal nesse encontro foi centralizar nos trabalhos em dupla

com os alunos, as atividades envolvendo combinacgdes.



88

8° encontro

Nesse encontro fizemos uma avaliagao intermediaria (apéndice 2). Para cada
aluno que entregava o teste, apds a sua realizagao, perguntamos: qual o grau de
dificuldade que vocé teve para fazer este teste? (Facil, Razoavel ou Dificil).

A maioria dos alunos avaliou o teste como razoavel (87%); uma outra parcela
considerou facil (9,7%) e somente uma pessoa afirmou que foi dificil (3%). Todavia
boa parte dos resultados das avaliagbes ndo foram bons; poucas excecgdes
alcancaram resultados razoaveis ou bons (desejaveis) (42%).

Como o periodo foi atipico e provocou espaco de tempo grande entre as
aulas, isso pode ter cooperado com o resultado do teste. Por outro lado, algumas
das resolugbées contidas na avaliagdo dadas pelos alunos podiam receber uma
pontuacdo maior da nossa parte. Nossa atitude mais rigorosa na correcao, foi pelo
fato dos alunos estarem confiantes nas suas potencialidades em relacdo a
Matematica e também da nossa parte estavamos confiantes no trabalho de pesquisa
que estavamos desenvolvendo com eles (alunos). No nosso entender, os alunos
perceberam que tinham condigbes de obterem um grau melhor na avaliagao.
Todavia, como nossa pesquisa € qualitativa, nao fizemos uma analise mais apurada
dos resultados numéricos. Isso se deve porque a nossa preocupagao maior era com

0 processo de construgao da aprendizagem.

9° encontro

Inicialmente falamos mais um pouco a respeito da algebra simbdlica do tempo
de Pascal que teve um certo desenvolvimento, porém Pascal nesse quesito estava
atrasado no seu tempo. Sem o simbolismo da Matematica nao teriamos as formulas
matematicas estudadas em Analise Combinatéria. Em seguida perguntamos a turma
com quantos anagramas poderiamos formar com a palavra OVO?

Descrevemos cada um deles (OVO, OOV e VOOQO). Chamamos a atengao ao
fato de até entao sé termos calculado o numero de anagramas de palavras com
letras distintas. Fizemos a suposicao dessas letras serem distintas, por exemplo,

01VO2, de modo que os alunos percebessem que cada anagrama formado, gera 2!

~ . 3! :
rmu . Indi r p=—. iz u n :
ermutagées. Indicamos por P; Y Generalizamos o resultado para » elementos
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. . .. , n!
dos quais a sao iguais, isto €, P° = Por outro lado para n elementos, onde «
a .

n!

al Bl

sdo iguais e # séo iguais de outro tipo, temos P =

E assim por diante.

Em seguida compartilhamos a resolugéao dos seguintes problemas (Quadro 12):
Quadro 12: Problemas resolvidos com os alunos no 9° encontro

1) Considere a palavra ARARUAMA, responda:
a) Quantos anagramas podemos formar?
b) Quantos anagramas comegam com a letra A?
2) A figura abaixo representa um condominio, onde L, B e M indicam as casas de Luiza
(L), Beatriz (B) e Mateus (M). Luiza vai a casa de Mateus estudar matematica, mas antes
vai passar na casa de Beatriz. Determine o numero de caminhos diferentes que Luiza
pode fazer, caminhando uma unidade de cada vez para o norte ou para leste.

M

NT

L

3) Na pastelaria do Onésimo vende pastéis com opc¢des de recheio de carne,
queijo, camarao ou banana, ndo sendo dada a opg¢ao de mistura de recheios. De
guantas formas uma pessoa pode comprar 7 pastéis?

Nosso principal objetivo foi resolver atividades de permutagées com

elementos repetidos e investigarmos, na visdao de Van de Walle (2009), as razdes
para prosseguir nesse trabalho.

Os alunos ficaram envolvidos com os problemas e por consequéncia mais
‘concentrados” nas atividades. A ideia de permutacdo com repeticéo faz “sentido”
quando vista com problemas, especificamente com problemas do cotidiano. De
acordo com Walle (2009, p. 59), “a Resolugdo de Problemas concentra a atencao
dos alunos sobre as ideias e em dar sentido as mesmas”.

No final da aula, deixamos atividades envolvendo permutacdes com elementos
repetidos para serem resolvidas fora de sala de aula, individualmente, usando os
conceitos discutidos e trabalhados no encontro e que foram entregues em encontros
posteriores. Eis algumas das atividades com permutagdes com elementos repetidos
(Quadro 13):

Quadro 13: Atividades para o lar (9° encontro).

1) Um vendedor ambulante vende panos de pratos do mesmo modelo, porém com 5
opcdes de cores: branca, amarela, verde, lilas ou rosa. De quantas maneiras possiveis um
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cliente pode comprar 3 panos de prato?

2) Uma confeitaria vende trés tipos especiais de doces. De quantas formas uma pessoa
pode comprar 4 doces especiais?

10° encontro

Fizemos a entrega da avaliagao intermediaria, comentamos os resultados,
resolvemos e analisamos alguns problemas, especialmente nos que houve maior
numero de erros. Porém, como o resultado foi abaixo do desejado, disponibilizamos
os gabaritos e, outras duvidas que nao foram contempladas, foram retiradas no
horario extraclasse.

Infelizmente, ndo conseguimos prosseguir o encontro conforme planejado.
Tinhamos a intencédo de aplicar atividades em grupos com problemas envolvendo
permutacdes com repeticdes de elementos, mas a aula foi interrompida e os alunos
dispensados, por ordem da direcdo® escolar. Desta forma, essas atividades foram
feitas no horario extraclasse com o professor estagiario € com o professor
pesquisador, porém nao foram registadas. Eis algumas das atividades com

permutagcdes com repeticées (Quadro 14):

Quadro 14: Atividades extraclasse (10° encontro)

1) Uma palavra é formada por uma letra B, 2 letras N e nletras A. Permutando as letras
dessa palavra obtemos 60 anagramas. Qual o valor de n ?

2) De quantas formas diferente podemos dividir 9 bombons entre 3 pessoas, sendo que
qualquer uma delas pode nao receber bombons ou receber todos os bombons? (Os
bombons dados devem ser inteiros)

11° encontro
Nesse encontro foi realizada a nossa avaliagao final. Antes de iniciar a avaliagao,
o professor fez as seguintes recomendacdes:
e |eia com atencao cada questao.
e SO depois de ter entendido a questdo, pode fazer sua representacao
matematica.
e O resultado esta de acordo com o problema?
Para cada aluno, ao terminar a avaliacdo, perguntavamos: qual o grau de

dificuldade que vocé teve para fazer o teste? (Facil, Razoavel ou Dificil). A maioria

8 Motivo: suspeita de um grande temporal.
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dos alunos considerou a prova razoavel (74%), outros nao quiseram opinar (16%) e
um terceiro grupo avaliou como facil (9,7%).

Alguns alunos consideraram a avaliacdo mais facil que a primeira, porém o
professor questionou se o conhecimento e entendimento que eles possuiam para
fazer a avaliacao, era melhor do que eles tinham quando vieram fazer a primeira
avaliacao. Confirmaram que houve melhoria neste sentido.

Quando as avaliagbes foram corrigidas, verificamos que houve uma melhora
significativa no desempenho dos alunos. Atribuimos o bom resultado alcangado ao
trabalho que realizamos desde seu inicio, pois valorizamos a interacao professor-
aluno e aluno-aluno. Essa interacao foi fundamental para a concretizacdo de um
episodio de ensino, pois compartilhar significados dos envolvidos no processo de
ensino aprendizagem resulta numa troca permanente de questionamentos de ambos

os lados, ao invés, de simplesmente a busca por respostas prontas e acabadas.

12° encontro

Embora nossa preocupacdo estivesse voltada a Analise Combinatéria do
Ensino Médio, neste ultimo encontro nos preocupamos em expor uma nog¢ao, com
énfase em uma visdo historica, de algumas das poderosas novas técnicas de
contagem e o comeco da teoria dos grafos que surgiram e normalmente sao
estudadas a nivel de graduacédo. Entre essas novas e importantes técnicas que
comentamos, encontram-se a das Funcgbes Geradoras, que teve origem nos
trabalhos de Abraham De Moivre; a Teoria das Particbes, fundada por Leonhard
Euler; o Principio de Dirichlet, formulado por Peter Gustav Dirichlet. Por ultimo,
abordamos o comec¢o da moderna Teoria dos Grafos, bem recente na Histéria da
Matematica e utilizada para a resolucado de diversos problemas que podem ser
modelados matematicamente, cujos primeiros que estudaram o assunto, depois de
Euler ter dado o ponta pé inicial, foram G. Kirchhoff e A. Cayley.

Ressaltamos que devemos tudo isso ao que hoje chamamos de Analise
Combinatéria, a criagcdo humana, pois muitos homens de ciéncias ou nao,
colaboraram para alcangar o patamar que temos hoje.

Em seguida, entregamos um questionario semiaberto (apéndice 2) a todos os
alunos, de modo que nao fossem identificados, cujo objetivo era verificar como

avaliaram a proposta, sua aprendizagem, participacao e interesse pelo trabalho
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realizado. Nossa intengao foi conseguir mais subsidios, para finalmente realizarmos

a analise dos dados e as conclusées.

5.2. Analises dos dados

Reunimos e organizamos as informagdes coletadas e construidas ao longo
do processo de identificagcdo das potencialidades pedagdgicas da Historia da
Matematica e das boas razdées para o ensino com Resolu¢cao de Problemas que
apareceram com mais evidéncia na investigagdo em sala de aula. Destacamos
esses resultados em nove grupos divididos em duas sec¢des: 1?) ldentificacdo das
potencialidades pedagogicas da Histéria da Matematica que se fizeram presentes: a)
A Histéria como fonte de motivagdo; b) A Histéria ajuda a explicar o papel da
Matematica na sociedade; c) A Historia como um instrumento que pode promover a
aprendizagem significativa e compreensiva da Matematica; d) A Histéria faz da
Matematica um conhecimento menos assustador para os estudantes e para a
comunidade em geral e 2° Identificagdo das boas razdes para 0 ensino com
Resolucdo de Problemas percebidas com maior evidencia na investigacao: a) A
Resolucao de Problemas concentra a atencédo dos alunos sobre as ideias e em dar
sentido as mesmas; b) A Resolucéo de Problemas possibilita um ponto de partida
para uma ampla gama de alunos; c) A Resolu¢gao de Problemas desenvolve nos
alunos a convicgao de que eles sao capazes de fazer Matematica; d) A Resolucao
de Problemas fornece dados continuos para a avaliacao e que podem ser usados
para tomar decisées educacionais; €) Uma abordagem de Resolugéo de Problemas
envolve os estudantes. Ressaltamos que o processo de resultados em nove grupos
tem por base os conhecimentos pertinentes a literatura em Educacdo Matematica e

em conformidade com os objetivos da pesquisa.

Identificagcao das potencialidades pedagogicas da Historia da Matematica que
se fizeram presentes
a) A Historia como fonte de motivacgao:

Ja no 1° encontro, quando os alunos leram o Texto 1, houve varias perguntas
a respeito do mesmo. Professor e alunos compartiliharam significados textuais de
forma interativa. O modo como ocorreu nos levou a acreditar que a Histdria “trouxe

mais do que motivacao”, a comecar pela predisposicao para aprender provocada no
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aluno, propiciou a interacao entre o novo conhecimento e o conhecimento prévio,
evidenciou a relevancia do novo conhecimento construido, enfim contribuiu para
uma aprendizagem significativa critica (MOREIRA, 2011). Também, com base nos
outros encontros e no questionario, ndo temos duvidas de que os estudantes
perceberam a Histéria como uma ferramenta importante para o ensino e
aprendizagem da Analise Combinatoria. Algumas das opinidées dos alunos:

Aluno B: Torna a matéria interessante, além de aprender um pouco
mais sobre a evolucdo da Matematica ao longo dos anos.

Aluno E: Pois nao foi apenas aplicacdo de férmulas e sim houve um
entendimento mais completo [...].

Aluno F: Porque é uma introducdo interessante, que envolve e
oferece informacgdes extras.

Aluno G: Porque traz mais inspiracao.

Miguel e Miorim (2011) e Mendes et al. (2006) e outros acreditam que a
Histéria traga motivagado para a aprendizagem, porém para nds trouxe mais que
motivacao.

Um outro grupo dos alunos nao concorda com todos beneficios da Histéria da
Matematica para a aprendizagem. Portanto, demonstram um pensamento critico.
Algumas das opiniées contrarias dos alunos:

Aluno H: Embora a utilizagdo da Histéria no ensino da Matematica
traga conhecimento interessante, nao foi crucial, nem motivador para
a aprendizagem.

Aluno I: No curso de Matematica € bem raro alguém se interessar
pela Historia, ainda mais em um periodo corrido.

Segundo® Miguel e Miorim (2011, p. 62), em relagdo a Histéria na Educacéo
Matematica: “possibilita o desenvolvimento de um pensamento critico, de uma
qualificacdo como cidaddao e de uma tomada de consciéncia e de avaliagdo de
diferentes usos sociais da Matematica”.

Os alunos compreendem como o0s conceitos se desenvolvem, em
concordancia com Mendes et al. (2006). Desde a leitura do Texto 1 (12 encontro) até

o 12° encontro, os alunos conseguiram verificar o desenvolvimento da

? Salientamos no cap. 2 que sao varias as potencialidades pedagdgicas da Historia da Matematica na
Educacado Matematica, porém a “potencialidade” em Miguel e Miorim (2011), citada acima, ndo se
encontra no nosso cap. 2, mas apareceu em nossa investigacéo.
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“Combinatéria” devido as necessidades e preocupagdes de diferentes culturas, em
tempos diferentes, em responder a problemas de ordem pratica ou problemas
ligados a outras ciéncias, ou ainda vinculados a Matematica pura. Algumas das
opiniées dos alunos:

Aluno L: E interessante conhecer os grandes matematicos, e como
chegaram as conclusdes que hoje nos auxiliam.

Aluno D: Pois é mais um conhecimento, interessante saber como e
porque iniciou o estudo.

Concordando com Miguel (1997, apud ROQUE e GOMES, 2012), a Histéria
pode servir de apoio para se atingir, com os alunos, objetivos pedagoégicos que os
levem a perceber, dentre outras coisas: a Matematica como criagdo humana; as
razdes pelas quais as pessoas fazem Matematica, as necessidades praticas, sociais

econdmicas e fisicas que servem de estimulo ao desenvolvimento da Matematica.

b) A Histdria ajuda a explicar o papel da Matematica na sociedade:

De forma mais evidente no 1°, 5° 11° e 12° encontros e com base no
questionario, os alunos perceberam a Histéria da Matematica como criagdo humana,
as razbes pelas quais as pessoas fazem Matematica; as necessidades praticas,
sociais, econOmicas e fisicas, enfim, o papel da Matematica na sociedade. Em
concordancia com Fauvel e Maanen (1991, apud MENDES et al., 2006).

No Texto 1, no 1° encontro, observou-se que a Analise Combinatéria surgiu
das antigas civilizagdes para responder a pergunta comum “quantos?” antes mesmo
de qualquer registro histérico. Pois, de acordo com Biggs (1979), como ja nos
referimos, a pedra fundamental da Combinatéria esta no Principio de Adigdo e no
Principio de Multiplicacdo. Com base ainda no mesmo texto vimos que o pastoreio
surgiu com a retencao de animais selvagens para reserva de alimentos e por isso
muitos desses animais foram domesticados. Isso provavelmente acarretou uma das
primeiras formas de contagem. Também com a agricultura houve a necessidade de
contar os dias para a colheita de alimentos. Os grupos sociais assim surgidos, por
razdes praticas e utilitarias, provavelmente sentiram a necessidade da contagem.

No Texto 3 (5° encontro), percebe-se a “explosao” do desenvolvimento da
Analise Combinatdria, devido aos avancgos sociais, politicos e econdmicos que vivia
a sociedade da época e, também, principalmente a criagdo da teoria da
probabilidade, com suas varias aplicagoes.
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Com base ainda no Texto 3 (12° encontro) salientamos que nas ultimas
décadas a Analise Combinatéria vem tendo um crescimento muito grande, com
aplicagdes vinculadas ao cotidiano, a fenémenos naturais, em questées do mundo
real e cada vez mais complexas. Tudo isso acarretou o surgimento de novas
técnicas de contagem, como a das Func¢des Geradoras, Teoria das Particdes, o
Principio de a Dirichlet e o Principio da Incluséo e Excluséo. Por ultimo falamos do
comeco da Teoria dos Grafos, relativamente recente na Histéria da Matematica, mas
de grande aplicabilidade, por exemplo, engenharia elétrica, pesquisa operacional.

Algumas das opinides dos alunos:

Aluno X: E perceptivel relagdes com o cotidiano.

Aluno K: A aplicacdo da matéria no cotidiano é bastante ampla.

Aluno H: Extremamente util para desenvolvimento do raciocinio
l6gico e de entendimento de muitos eventos cotidianos.

De forma clara nas falas dos alunos percebemos que eles reconhecem que o
conhecimento matematico gerado em sala de aula tem varias aplicagcbes em

situagdes do cotidiano.

c) A Histéria € um instrumento que pode promover a aprendizagem significativa e
compreensiva da Matematica

Procuramos ajudar o aluno a construir os conceitos ou no¢ées matematicas,
através de situagdes que pudessem dar significado ao conteudo estudado, de forma
sempre compreensiva a situac¢ao realizada.

Percebemos que a Histdria propiciou uma abordagem rica em significados.
Dai, a Histéria pode ser uma fonte de compreensao e significados para o ensino e
aprendizagem da Matematica em sala de aula, em concordancia com Miguel (1997,
apud ROQUE e GOMES, 2012). Um dos exemplos foi na “constru¢éo” do “Principio
Multiplicativo” (2° encontro), em que utilizamos o problema 79 do papiro de Rhind, o
sistema de agrupamento multiplicativo dos chineses, a multiplicagcdo em reticulado
dos hindus (sem falar nos problemas do cotidiano), de forma que o aluno conseguiu
compreender e atribuir significado a cada situacgao realizada.

d) A Histéria faz da Matematica um conhecimento menos assustador para os

estudantes e para a comunidade em geral
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Em todos os encontros sempre percebemos que os alunos estavam
empenhados nas atividades de sala de aula, e as atividades extraclasse foram
entregues. Durante as aulas, os alunos participavam com perguntas, sugestdes e
resolugdes dadas por caminhos alternativos e criativos. Considerando ainda que na
primeira avaliacdo ndao houve um rendimento satisfatério, nao tivemos caso de
alunos “assustados” com a proposta envolvendo Histéria e Resolu¢ao de Problemas.
Por outro lado, exatamente 2 alunos tiveram uma preocupa¢ao um pouco maior,
mas consideramos o fato natural. Conversamos com eles, orientamos e os
incentivamos para as proximas etapas do curso. Nao tivemos casos de pais
assustados, querendo conversar com o professor para saber a respeito do filho ou
qualquer reclamacao ou duvida externa. Verificamos que a Histéria propiciou tornar
a Matematica um conhecimento menos assustador, em concordancia com Fauvel e
Maanen (1991, apud MENDES et al., 2006).

Listamos abaixo algumas outras opiniées dadas pelos alunos, em relagcéao as
contribuicées da Histéria para as aulas de Analise Combinatéria:

Aluno U: Porque auxilia ao entendimento da Combinatéria.

Aluno C: Mostrou a evolucao da matéria ao longo dos anos, acho
isso interessante.

Aluno M: Pois abordou uma nova visdo, do ponto de vista da matéria
exata.

Aluno V: Porque aborda os acontecimentos passados e atuais nos
problemas que envolvem a Analise Combinatéria.

Na opinido do Aluno U percebemos que a Histéria contribuiu para a
compreensao de conceito de Combinatéria, em concordancia com Miguel (1997
apud ROQUE e GOMES, 2012).

O aluno M percebeu novidade no curso de matematica. Para nés novidade
traz curiosidade e curiosidade traz dialogo, isto &, interacao entre pessoas; que em
concordancia com Moreira (2011) e Freire (2003) € indispensavel para concretizacao
de um episddio de ensino.

Ja o alunos C e V ao compararem conhecimento antigo com o moderno ao
longo da Histéria da sociedade, em concordancia com Fauvel e Maanen (1991 apud

MENDES et al., 2006), estabelecem-se os valores das técnicas modernas.
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Identificagcao das boas razdes para o ensino com Resolugiao de Problemas
percebidas com maior evidencia na investigacao

a) A Resolucao de Problemas concentra a atengao dos alunos sobre as ideias e em
dar sentido as mesmas.

Percebemos nos encontros, os alunos concentrados e estimulados em
resolver os problemas (individualmente ou em grupos), e, conforme resolviam,
refletiam sobre as ideias contidas neles. Desse modo iam unindo essas ideias novas
com as entao existentes (conhecimento prévio), por exemplo, ideias vindas de um
outro problema ja antes resolvido. Acontecia, assim, uma melhor compreensao,
conforme apresenta Walle (2006).

Percebemos que Resolucdo de Problemas pode favorecer a aprendizagem
significativa critica também, uma vez que vocé pode buscar conhecimento anteriores
para compreender novos. Através do compartilhamento de conhecimento entre
professor e alunos e dos trabalhos em grupos, amplia-se a interacdo social de

acordo com Moreira (2011).

b) A Resolugao de Problemas possibilita um ponto de partida para uma ampla gama
de alunos:

Com a dinamica aplicada em sala de aula, baseada na Resolucao de
Problemas, pudemos verificar que os alunos (em grupo ou individualmente)
chegaram a solugéo por caminhos diferentes e alguns dos caminhos encontrados
foram socializados, para uma melhor reflexdo da compreensao das resolugdes dos
outros. A dinamica de Resolucao de Problemas nao ficou restrita a sala de aula, pois
as atividades com problemas combinatérios foram dadas para os alunos resolverem
no lar e entregues ao professor. Depois de analisarmos o material entregue,
constatamos também a diversidade de caminhos para chegar a solugdo de um
mesmo problema. Em concordancia com Walle (2006), as boas tarefas, envolvendo

problemas, trazem multiplos caminhos para chegar a solugao.

c) A Resolugao de Problemas desenvolve nos alunos a convicgao de que eles sao

capazes de fazer Matematica:
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Nossas atividades nos encontros foram baseadas na Resolugdo de
Problemas, que exigiam uma alta dose de ideias criativas por parte de muitos deles.
Percebemos que os alunos desenvolveram e compreenderam os problemas. Por
conta disto, observamos a ampliagdo da autoconfianga e a autoestima dos alunos.
Mesmo a primeira avalicido nao tendo um resultado desejavel, percebemos nos
alunos confianga neles mesmos e no trabalho que estava sendo realizado pelo
professor, em conformidade com Walle (2006) a autoconfiangca e a autoestima sao
ampliadas e fortalecidas quando ao alunos resolvem um problema e desenvolvem

sua compreensao.

d) A Resolucdo de Problemas fornece dados continuos para a avaliacdo e que
podem ser usados para tomar decisées educacionais:

Nas discussdes de Resolucdo de Problemas, os alunos apresentavam e
defendiam suas ideias, consideravam as solu¢des dos outros, questionavam, faziam
representacdo de solugdes. Enfim, forneceram, de modo natural, informacdes
valiosas para que nos pudéssemos planejar outras atividades e dar uma assisténcia

individual, quando houve necessidade, em acordo com Walle (2006).

e) Uma abordagem de Resolu¢ao de Problemas envolve os estudantes:

Usualmente, ocorre uma abordagem centrada no professor, ou seja, o
professor da as instrugcdées (ou receitas), os alunos nao participam do processo de
fazer Matematica e em concordancia com D’Ambrosio (1993): “o legitimo ato de
pensar matematicamente € escondido do aluno”. Porém com a nossa proposta, 0os
alunos sao envolvidos, deixam de ser expectadores e passam a ser construtores do
conhecimento. Nao percebemos problemas de indisciplina e verificamos um
empenho prazeroso em resolverem problemas. De acordo com Walle (2006),
quando os alunos resolvem problemas de modo que lhes fagcam sentido é
gratificante e a tarefa da aprendizagem € mais envolvente.

Listamos algumas das opinidées dos alunos, em relacéo as contribuicées dos
problemas para o ensino e aprendizagem da Analise Combinatéria inseridos na
proposta.

Aluno F: A Resolucdo de Problemas ajudou a entender diferentes
formas de pensamento na Resolugéo de Problemas.
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Aluno C: Pois com eles aprendemos a lidar com variagdes para que
possamos resolver outros.

Aluno S: A quantidade de exercicios foi muito boa e de qualidade
suficiente para ajudar a compreender melhor a Combinatéria.

Aluno D: Porque usa situagbes do cotidiano, relacionando a matéria
com nossa experiéncia.

Aluno Z: A pratica de exercicios auxilia na fixagdo do assunto.
Aluno H: Desenvolve um raciocinio intuitivo em cada pessoa.

Aluno I: Porque praticando, consegui com o tempo desenvolver
métodos para resolver problemas de uma melhor forma.

Nas falas dos alunos F, C, S, Z, H e | entendemos que os mesmos dizem que
tiveram a habilidade de resolver problemas melhorada, quando viram caminhos
distintos de resolugdo de um mesmo problema. O aluno D destaca as situagdes do
cotidiano vinculadas aos problemas, além da valorizacao da experiéncia da aluno

(ou conhecimento prévio).

Os resultados apontam para uma contribuicao significativa do processo de
uma abordagem envolvendo Historia da Matematica e Resolugao de Problemas para
0 ensino e aprendizagem da Combinatéria, destinada aos alunos do 2° ano do
Ensino Médio. Tanto a Histéria, quanto a Resolugdo de Problemas da forma como
trabalhada favoreceram a aprendizagem significativa critica.

Opiniées dos alunos em relagao as contribuicdes da proposta de integracao
Histéria da Matematica e Resolucao de Problemas para o ensino e aprendizagem da
Analise Combinatoria.

Aluno W: Pois é uma forma de associar teoria e pratica.

Aluno E: Pois esclareceu algumas duvidas que as férmulas
matematicas nao explicam.

Aluno Q: Para entendermos sobre a matéria e seu surgimento e
utilidade.

Aluno M: Porque aprende-se as areas usadas e que podem ser
aplicadas em situagdes futuras.

Aluno L: Podemos ver como os antigos resolviam os problemas.

Aluno J: Porque facilita a visualizacdo da resolugdo pratica dos
problemas.

No nosso entender, as falas dos alunos indicam que a integracéo da Histéria
da Matematica com a Resolugdo de Problemas traz uma melhor facilidade de

compreensao do estudo da Analise Combinatéria, em sala de aula.
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Assim, ao apresentarmos situacdes dentro da Histéria e com problemas do
cotidiano, colaboramos para uma aprendizagem significativa critica, Moreira (2011).
Porque o que colocamos em jogo durante toda a dindmica dos encontros foi a
relevancia desse olhar para a Matematica como um produto cultural, criada a
principio, por necessidades praticas da humanidade e que esta permanentemente

num processo de construgcao e reconstru¢cao como ciéncia de fato.
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CONSIDERAGOES FINAIS

Nossa pesquisa teve como objetivo investigar as potencialidades pedagdgicas
da Histéria da Matematica como ferramenta didatica, associada a Resolugdo de
Problemas em uma proposta de ensino-aprendizagem de Analise Combinatéria,
para alunos do 2° ano do Ensino Médio e verificar o grau de validagao da proposta.
Sabemos que o tema Analise Combinatéria, aqui tratado, causa desconforto tanto a
alunos quanto a professores. Para nos ajudar nesse feito buscamos: identificar se os
alunos perceberam, pelo menos, alguns beneficios da Histéria da Matematica
confirmados na literatura; identificar se os alunos conseguiram estabelecer relacdes
entre o conhecimento da Analise Combinatéria com outros campos do
conhecimento; avaliar o envolvimento dos alunos no decorrer da proposta;
compreender, analisar e discutir os modos diferentes de como os alunos resolveram
os problemas; identificar se os alunos tiveram uma facilidade maior ou ndo na
compreensao dos conceitos combinatérios abordados na proposta; analisar a
capacidade dos alunos para a Resolugao de Problemas, como também seu espirito
critico e sua criatividade, e avaliar o aprendizado do conhecimento da Analise
Combinatéria.

Ao analisar o material produzido na vivéncia escolar, obtivemos subsidios que
evidenciam que a proposta contribuiu, de modo substancial, para a construgdo do
conhecimento de Analise Combinatéria, em sala de aula, para a maioria dos
participantes da pesquisa.

Os resultados mostram que € possivel acreditar que a valorizagao da Histéria
para o ensino da Matematica ndo € uma moda transitéria no discurso educacional,
mas deve ser adotada como pratica permanente, principalmente integrada a
Resolucao de Problemas (contextualizados, interdisciplinares ou até mesmo da
Matematica pura) que possam contribuir para o ensino e a aprendizagem do
Raciocinio Combinatério. Com estes recursos, mesmo os alunos de uma escola
tradicional, sentem-se predispostos e valorizados para a aprendizagem, fazendo
com que a sala de aula seja um lugar agradavel.

Varias das potencialidades pedagdgicas da Histéria da Matematica
encontradas na literatura, com Miguel (1997), Miguel e Miorim (2011), Fauvel e
Maanen (1991 apud MENDES, 2006), dentre outros, puderam ser percebidas nos

encontros. Mas destas, chamamos a atencgao, por exemplo, a Histéria foi “mais que”
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fonte de motivacao; a Histéria pode servir de apoio para se atingir, com os alunos,
objetivos pedagdgicos que os levem a perceber, dentre outras coisas: a Matematica
como cultura, fruto da criacdo humana; as razbes pelas quais as pessoas fazem
Matematica, as necessidades praticas, sociais econémicas e fisicas que servem de
estimulo ao desenvolvimento da Matematica; e a Histéria € um instrumento que
pode promover a aprendizagem significativa e compreensiva da Matematica, pois a
humaniza.

Em relacao ao ensino e aprendizagem através da Resolu¢cao de Problemas,
de modo evidente, encontraram-se as confirmagdes das boas razdes, de acordo
com Walle (2009), para prosseguir com a proposta. O que nos parece € que 0s
alunos gostaram da forma como planejamos ou selecionamos (ou criamos) a cada
encontro os problemas e também a forma que trabalhamos na sala de aula.

Salientamos também que tanto a Histéria quanto a Resolugdo de Problemas
propiciaram a provocacao da predisposicao para aprender, permitiram averiguar o
conhecimento prévio e ensinar de acordo, favoreceram uma postura dialégica, um
postura epistemologicamente curiosa e assim realizamos uma aprendizagem
significativa critica com base em Moreira (2011).

Enfim, ressaltamos que a nossa hipétese inicial foi confirmada, ou seja, que é
possivel ensinar e aprender Analise Combinatéria de modo mais interessante e
significativo para os alunos quando se desenvolve uma proposta baseada na
Histéria da Matematica, integrada com a Resolucao de Problemas.

Uma dificuldade encontrada foi, devido ao calendario atipico que
enfrentamos nos encontros (ou na vivéncia da proposta), ndo nos possibilitou aplicar
uma sequéncia didatica sem interrup¢cbes. Houve caso de diferenca de duas
semanas de um encontro para o outro.

Outra dificuldade que tivemos, confirmada na literatura, por Tzanakis; Arcavi
et al. (2000 apud ROQUE e GOMES, 2012), dentre outros, foi a falta de recursos
materiais apropriados para ajudar aqueles professores que desejam integrar ao
planejamento informacdes historicas ao ensino da Matematica. No Brasil existe
pouca publicacdo de material nesse campo de conhecimento. Por isso a ideia de
elaborar um livro como produto educacional, fruto do trabalho realizado nessa

pesquisa, uma obra dedicada a alunos do Ensino Médio.
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O nosso desejo principal é contribuir para aprimorar o0 ensino e a
aprendizagem da Analise Combinatéria, de forma prazerosa, mas ensinando a
Matematica com o rigor necessario, e que desenvolva no educando um espirito
reflexivo, criativo, participativo, responsavel e também contribua para que o
professor, ou futuro professor venha a ter um novo olhar sobre o ensino-
aprendizagem do raciocinio combinatorio.
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APENDICE 1: Texto 1, Texto2 e Texto 3

Texto 1: A contagem na histéria das civilizagoes

Neste texto abordamos o modo de vida do homem primitivo, suas
necessidades, atividades e como se desenvolveu a contagem. Fizemos uma
associagao da contagem com a Analise Combinatoria, apresentamos uma visao
geral da Analise Combinatéria e para completar demos alguns exemplos do seu
campo de aplicagoes.

O homem da idade das pedras ou primitivo

O homem da idade das pedras (ou primitivo, ou ainda das cavernas) em
algum momento de sua histéria ndo sabia contar porque nao tinha esta necessidade.
Podemos considerar essa afirmagéo analisando o modo de vida do homem primitivo.
Ele era nébmade, por exemplo. Andava em pequenos grupos, abrigava-se em
savanas ou cavernas, alimentava-se da cagca e da coleta de alimentos, néao
comerciava, isto é, ndo comprava, nao vendia, logo nao precisava de dinheiro, ndo
plantava, nido criava animais e nem fazia sua casa. Pelo modo de vida do homem
dessa época, verifica-se que nada o obrigava ou fazia com que sentisse a
necessidade de contar, portanto esta pratica nao fazia parte do seu cotidiano. A
etnografia, um ramo especial da antropologia, analisa alguns grupos humanos que
existem ainda hoje, e que vivem de forma analoga ao homem primitivo. Esses
grupos humanos referidos sdo os indigenas, encontrados no Brasil, na Africa, na
Australia ou em outras regides dispersas do planeta. Ja foi verificado que existem
indigenas que nao sabem que dois e dois sdo quatro. Embora o homem da idade
das pedras, em algum momento de sua historia, ndo soubesse contar, ele tinha a
capacidade de distinguir pequenas quantidades, porém essa ndao é uma
caracteristica somente do ser humano. Alguns animais, como, o corvo, o cachorro, a
tartaruga, entre muitos outros apresentam essa percep¢cdo que em matematica &
denominada de “sentido numérico” ou “sensagao numérica”.

Como o homem aprendeu a contar?

Os pequenos grupos de némades pouco a pouco se tornavam cada vez
maiores e acabaram formando as pequenas aldeias e, bem depois, ainda de
maneira gradativa, surgiram as cidades e assim foi até a formacao das grandes
civilizagdes do passado.

O que fez o homem se tornar sedentario, com habitacdo fixa, foram a
agricultura e a criagao de animais. Com a agricultura houve a necessidade de contar
os dias para a colheita de alimentos. Por outro lado, o pastoreio surgiu com a
retencdo de animais selvagens para reserva de alimentos, e por consequéncia
muitos desses animais foram domesticados pelo homem. Os grupos sociais assim
surgidos por razdes praticas e utilitarias, provavelmente sentiam a necessidade da
contagem.

Uma das primeiras formas de contagem possivel ocorreu com um pastor
cuidando de um grupo de ovelhas. Todos os dias pela manha, ele as levava para o
pasto de modo que cada ovelha do rebanho estava associada a uma pedrinha (ou
pauzinho, concha, etc.), correspondéncia um a um, ou também chamada de
correspondéncia biunivoca ou modernamente uma bijecao. No final do dia, quando
voltava com o rebanho, novamente fazia a associacdo de cada pedrinha a uma
ovelha. Isso era feito para ter certeza se algum animal ficara no pasto ou se a
criacdo aumentara com o nascimento de mais animais, ou ainda se outro animal
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juntara-se ao seu rebanho. A correspondéncia biunivoca (bijecdo) foi de suma
importancia para juntar pedrinhas e saber a quantidade de ovelhas. Desde milénios,
a espécie humana utiliza-se da bijecdo para a contagem, antes mesmo de ter a
noc¢ao de numero abstrato.

Numeros concretos e abstratos

Alguns autores fazem a distingdo de niumeros concretos e abstratos. Outros
pensam ser um absurdo essa distincao. Para eles, s6 existem niumeros abstratos e,
por outro lado, existem pessoas que creem somente em numeros concretos. A
classificagdo como numero concreto € atribuida aquele numero que vem seguido de
uma unidade. Por exemplo, oito laranjas, sete mulheres. Ja o numero abstrato é o
numero nao seguido de unidades, como dez, duzentos e trés, dois milhdes.

Voltemos, portanto, a nossa contagem por meio de pedrinhas. Para sermos
mais coerentes com a histéria, ndo sé as pedrinhas eram usadas, mas também
marcas em 0ssos, pedras, madeiras, nés em corda, por meio de fichas, parte do
corpo humano, por exemplo, as falanges dos dedos, os dedos da mao e dos pés,
uma das maos (referindo-se a 5), duas maos (referindo-se a 10), etc.

Qual era a vantagem de calcular por meio de pedrinhas?

Quando vocé associa pedrinhas (ou marca em ossos, parte do corpo, etc.), a
um conjunto de animais, fica muito mais facil juntar as pedrinhas perto de vocé e
também de manusea-las, de modo que esse conjunto serve de referéncia.

Quando o homem tornou-se sedentario, trabalhando na agricultura, na criacao
de animais, construcdo de moradia, armazenamento de alimentos, com o comércio
rustico, na base do troca-troca e com o sentimento de propriedade, a necessidade
da contagem foi, aos poucos, materializando-se como uma nova realidade.

Quando o homem aprendeu a contar?

Existem evidéncias arqueolbgicas de que o homem sabe contar ha, pelo
menos, 50 000 anos. Todavia, ndo ha a possibilidade de fixar um periodo da histéria
primitiva em que foram criados os niumeros cardinais. Documentos antigo provam a
presenca do conceito sendo comum nas antigas civilizagdes, tais como: China,
Mesopotamia, india e Egito. O fato é que todas essas civilizagbes desejavam
responder a pergunta “quantos?”. Antes de qualquer registro histérico na forma
escrita, o conceito de numero ja existia, porém a maneira como ocorreu é
amplamente conjectural.

Nos dias de hoje, contar é entendido como uma faculdade humana. Somente
0 homem possui essa capacidade e é considerado um fenbmeno complexo, ligado
ao desenvolvimento da inteligéncia.

Percebemos que, com o passar do tempo, a necessidade de contar objetos
de um conjunto foi surgindo, provavelmente por razdes praticas e utilitarias. A
principio, contar parece ser uma tarefa bem simples e de fato &, quando os
elementos do conjunto considerado sao poucos. Porém, quando estes elementos
sao muitos e € preciso conta-los sob certas condi¢cbes, teremos que ter técnicas de
contagem mais sofisticadas, ou seja, analise combinatéria. Ressaltamos ainda que,
muitos problemas de analise combinatéria requerem plena compreensdo do
enunciado e uma dose alta de criatividade para sua resolucao.

A primeira técnica matematica aprendida é “contar” (enumerar os elementos
de um conjunto e obter o numero de seus elementos). Além disso, podemos dizer

que a origem das operacgoes aritméticas esta ligada a problemas de contagem.
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Sabemos que a escrita veio depois da contagem, mas para a ocorréncia da
escrita, também houve a necessidade de criar um conjunto de simbolos e regras,
para o surgimento de palavras com sentido. Esse fato, combina¢des de simbolos
com regras, exigiu uma boa dose de analise combinatéria.

O que é analise combinatéria?

A analise combinatoria, ou simplesmente combinatéria, tem como objetivo
principal estabelecer métodos de contagem, ou mais especificamente, a analise
combinatéria tem como fungdo desenvolver métodos que possibilitam contar os
elementos de um conjunto finito, de modo que esses elementos sao agrupamentos
formados que satisfazem certas condicdes.

Tudo o que foi exposto no paragrafo acima estd de acordo com a
combinatéria estudada no ensino médio, onde ndés desenvolvemos este trabalho.
Essas consideracbes se referem a problemas de contagem, que ocorrem com muita
frequéncia na combinatéria. Todavia, numa visdo mais detalhada de analise
combinatéria, podemos dizer que além dos problemas de contagem, temos os
problemas de existéncia, que ocorrem também largamente, que visam provar a
existéncia de agrupamentos de elementos de um conjunto finito, sob certas
condigbes, como os principios de Dirichlet e de inclusdo e exclusdo. Os
agrupamentos referidos podem ser formados por objetos, simbolos, acontecimentos
Ou pessoas.

Os métodos da combinatéria sdo atualmente aplicados a diversos campos do
saber humano: no calculo de probabilidades, em estatistica, em problemas de
transportes, de confeccdes de planos de producao, da teoria da informacao e muitos
outros campos. Em matematica pura, esses métodos também sao utilizados no
estudo dos fundamentos da geometria, nas algebras nado associativas e em varios
outros assuntos.

Texto 2: Contribuigoées das antigas civilizagoes para a analise combinatoria
Apresentamos aqui diversos fatos e feitos das antigas civilizagdes que estao
relacionados ao que hoje chamamos de analise combinatoria.

Os egipcios

A civilizagao egipcia antiga era centrada no rio Nilo e, portanto apresentava
um isolamento natural, ou seja, ndo estava aberta a invasores. Outra caracteristica
relevante é que era governada pelos Farads, homens ricos e poderosos, amigos dos
sacerdotes. Por outro lado, existia uma outra classe bem mais numerosa, que fazia
o trabalho bracal, a classe dos escravos.

Devido ao clima seco, muitos documentos (os chamados papiros) foram
conservados. Entre eles encontram-se os principais e mais antigos que dizem
respeito a matematica. Sao os seguintes: o papiro de Rhind ou Ahmes (1650 a.C.),
que se encontra no Museu Britanico, e o papiro de Moscou ou Golems (1850 a.C.),
que esta no Museu de Belas Arte de Moscou.

O fato de os egipcios dedicarem certos cuidados aos mortos, o que os levou a
construcao de tumbas e templos. Diversas e importantes informacbes de
matematica marcadas foram encontradas nas paredes dessas construgcbes. As
famosas piramides do Egito foram construidas como tumulos reais. Nao ha duvidas
de que os egipcios atingiram um alto grau de desenvolvimento, em relagcéo as outras
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civiizagbes de sua época. Dominavam uma matematica notavel, aplicada as
construcbes e a agrimensura. Mas, contrariando o senso comum, a matematica
egipcia nao atingiu o nivel da matematica da Babilonia.

O problema 79 do papiro de Rhind

No problema 79 do papiro de Rhind, encontramos um dos mais antigos
documento sobre analise combinatéria.

Para termos uma nocdo de como os egipcios contribuiram para a
combinatéria, vamos resolver o problema 79 do papiro.

Considere no documento referido os seguintes dados:

Bens
Casas 7
Gatos 49
Ratos 343
Espigas de trigo 2401
Hecates de graos 16 807
Total 19 607

Ou também podemos escrever os bens, conforme o entendimento magnifico do
historiador Moritz Cantor (1907). Assim: Uma relacao de bens consistia em sete
casas; cada casa tinha sete gatos; cada gato comeu sete ratos; cada rato comeu
sete espigas de trigo; e cada espiga de trigo produzia sete hecates de graos. Casas,
gatos, ratos, espigas de trigo e hecates de graos, quantos havia disso tudo?

A formulagao do problema acima foi uma interpretacdo do historiador Cantor
com um problema da idade média que aparece no Liber Abaci (1202) de Leonardo
Fibonacci, escrito a seguir:

Ha sete senhoras idosas na estrada de Roma. Cada senhora tera sete mulos;
cada mulo transporta sete sacos; cada saco contém sete paes; com cada pao ha
sete facas; para cada faca ha sete bainhas. Entre mulheres, mulos, sacos, paes,
facas e bainhas, quantos estdo na estrada de Roma?

Sobre a o6tica do raciocinio combinatério o problema dos “Bens” sugere a
aplicacao de dois principios de grande importancia para a resolugao de problemas
em analise combinatoria: o “principio de adigdo” e o “principio multiplicativo”.

Percebemos o principio basico de contagem, chamado de “principio de
adicdo”, quando fazemos a unido de dois conjuntos disjuntos, e, obtemos um
terceiro conjunto cujo numero de elementos & igual @ soma dos elementos dos
conjuntos anteriores. Por exemplo, o conjunto das casas com o conjunto dos gatos
€ 7+49 = =56. Por outro lado, por exemplo, 0 numero de ratos € 7-7-7=343, 0 que
retrata o “principio multiplicativo”.

Um pouco mais sobre o papiro de Rhind

O papiro de Rhind (ou Ahmes) data de 1 650 a.C., aproximadamente. E uma
fonte primaria e rica do Egito antigo que contém informac¢dées de matematica, ou
melhor, sdo 85 problemas, muitos dos quais séo aplicagbes da matematica a
problemas praticos. Esse papiro foi copiado em escrita hieratica pelo Ahmes de um
documento mais antigo. O egiptélogo escocés A. Henry Rhind encontrou este papiro
no Egito. Tempos depois, o Museu Britanico comprou o documento, porém faltava-
lhe uma parte. Em torno de quatro anos, o egiptélogo americano Edwin Smith
adquiriu (também no Egito) um papiro com a parte que faltava do papiro Rhind, mas
pensou que se tratava de um papiro médico e fez a doagdo do papiro para a
Sociedade Histérica de Nova York. A Sociedade quando percebeu que néo se
tratava de um documento médico e continha parte do papiro de Rhind, doou a



111

porcdo de papiro ao Museu Britdnico na Inglaterra, completando dessa forma o
papiro de Rhind.

Os gregos

Os grandes rios foram de fundamental importancia para a maioria das
grandes civilizagdes do passado, pois eram fontes de agua, de alimentos,
transporte, enfim, fonte de vida. O rio Nilo foi de suma importancia para os egipcios,
assim como os rios Tigre e Eufrates para os mesopotamicos, o rio Indo para os
hindus e de modo analogo assim aconteceu para outras civilizagées. Porém, os
gregos nao se estabeleceram as margens de nenhum grande rio € sim numa regiao
montanhosa e com muitas pequenas ilhas, com uma costa considerada uma das
maiores em extensdo do planeta em relacdo a superficie. A agricultura era de
carater familiar, em pequenas propriedades e os cultivos que se destacavam eram
uvas e azeitonas. Mantinham um comércio desenvolvido e um sistema de transporte
de navegacao avancado. A Grécia foi a cultura que mais influenciou a nossa
civilizagcao ocidental

Aqui 0 que mais nos interessa sdo os problemas ou atividades que podemos
associar a analise combinatéria.

Euclides de Alexandria

Quase nada se sabe sobre a vida de Euclides, mas costuma-se dizer que foi
morar em Alexandria, capital do Egito, quando o Egito estava sob o dominio grego,
ha aproximadamente 300 a.C. A histéria conta que em Alexandria ele liderou um
grupo de pesquisa em Matematica e escreveu uma obra conhecida como
“‘Elementos de Euclides” ou simplesmente “Elementos”, formada por treze livros,
contendo geometria plana e espacial, teoria dos nimeros e Algebra elementar. A
obra “Elementos” superou todos os trabalhos que tinham sido publicados até entao.
Para se ter uma ideia da importancia dessa obra, nenhuma outra, foi tdo estudada e
editada, a excecao s6 € feita no caso da biblia. Qualquer estudante do segundo
seguimento do ensino fundamental ja estudou, pelo menos, uma parte desse
trabalho, por exemplo, quando deve contato com a geometria no plano. Nao ha
duvida que Euclides teve a influéncia de Tales de Mileto (640-548 a.C.) e de
Pitagoras de Samos (582-497 a.C.), quando escreveu os “Elementos”.

A proposicao Il do livro Il de Euclides

No livro Il, de Euclides, encontramos quatorze proposi¢coes e a proposicao Il
estabelece a identidade (a+5)’ =a® +2ab+b*> . O 2° lado da identidade, isto &, o
desenvolvimento do binédmio, os coeficientes tém significado para a analise
combinatéria. Esse fato retrata a ocorréncia de um dos primeiros problemas
associado a analise combinatéria. A obra de Euclides foi a que mais influenciou no
pensamento cientifico.

Arquimedes de Siracusa

Arquimedes, o maior matematico da antiguidade, esta entre os trés maiores
matematicos de todos os tempos, junto com Newton e Gauss. Nasceu na cidade
grega de Siracusa (ilha da Sicilia) em torno de 287 a.C. e morreu em 212 a.C. Suas
contribuicbes nao se restringe somente a matematica, mas contribuiu para as
ciéncias como um todo.
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O Stomachion

Em documentos publicados por Arquimedes, que chegaram até nds,
encontramos o Stomachion (o significado da palavra em grego € o0 mesma para
estdmago), que a principio parecia somente um jogo de quebra-cabeca, de catorze
pecas planas (originalmente em marfim) que formavam um quadrado, depois de
encaixadas, semelhante a um tangram. Essas quatorze partes da Figura 1
constituem o Stomachion.

Figura 1: O Stomachion
6 4
12 5

7

11 10

T

Fonte: <htt://areeweb.polito.it/didattica/polymath/htmIS/probegio/gamemath/Stomachion
Stomachion.htm>. Acesso 17/11/2014.

O historiador de matematica, Reviel Netz, vinculado a Universidade de
Stanford, Califérnia, interpretou o Stomachion como um objeto elaborado por
Arquimedes com fins combinatérios. De acordo com Netz, a intencdo de
Arquimedes era saber de quantas formas diferentes poderiam ser encaixadas as
catorze pecgas para a formagdo de um quadrado. A solugdo desse problema da
17152 modos ou, ndo. Considerando as solugdes obtidas por reflexdes, rotacbes e
simetria, 268. Este numero s6 foi encontrado em 2003, com o uso da informatica,
por matematicos e estatisticos, mas ninguém sabe se Arquimedes conseguiu esse
resultado. O que nos parece € que ele se dedicou por muito tempo na analise do
Stomachion. A importéncia do fato € que ele revela um dos documentos mais
antigos a respeito do raciocinio combinatério.

Os chineses

As civilizagbes da China sao, provavelmente, mais antigas do que as do Egito
e Mesopotamia. Seu desenvolvimento se deu as margens dos rios Yang-Tze e
Howang Ho (ou Amarelo). A criagdo de animais ndo se desenvolveu tanto quanto a
sua agricultura e era governada pelos imperadores fundadores de dinastias.

A matematica dessa época era bem desenvolvida, mas existe pouco material
de natureza primaria que veio até nés. Esse fato foi devido a qualidade dos matérias
que usavam para escrever, como fibra de entre casca de arvores e bambus.

Os hindus também usavam esses materiais para suas escritas, que sao
bastante pereciveis e, além disso, em 213 a.C., o entao imperador chinés, mandou
queimar todos os livros. Mais tarde muitos livros foram reconstruidos de meméria,
pelos escribas reais, que tinham a fung¢ao de registrarem fatos e feitos.

Diferente dos chineses e hindus, os mesopotamicos e os egipcios escreviam
seus feitos em materiais nao pereciveis. Os mesopotamicos registravam seus feitos
em tabuas de argila cozida. Ja os egipcios escreveram seus documentos em pedras
ou papiros (uma espécie de papel).
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Existe uma tradicdo que considera o inicio do império chinés em 2750 a.C.,
aproximadamente; por outro lado, outros avaliadores afirmam que as civilizagdes
primitivas da China surgiram por volta do ano 1000 a.C. Além disso, existe uma
dificuldade de datar os documentos matematicos da antiguidade da China, devido ao
fato de que cada obra construida envolver varios autores e em periodos distintos.
As obras mais antigas de matematica na China nos trazem informacdes que
podemos associar ao que chamamos hoje de analise combinatéria.

Encontramos as seguintes informagdes sobre a China antiga:

A criacao de dois sistemas de numeracao.

Os mais antigos exemplo de quadrados magicos.

Calculos de raizes quadradas e cubicas.

A mais antiga apresentacao preservada do chamado
triangulo aritmético de Pascal e a possibilidade do teorema
do bindmio ja ser conhecido pelos chineses a bastante
tempo.

Sistemas de numeracgiao

Os chineses ja apresentavam dois sistema de numeracgao, desde os tempos
primitivos. O cientifico, também conhecido como sistema de numerais em barras que
€ essencialmente posicional e de base 10, que teve um carater importante para a
matematica chinesa antiga. Foi o sistema de numeragao mais avan¢gado do mundo
do passado. Esse sistema é fundamentalmente posicional e de base dez, como
mostra a Figura 2. No sistema de numerais em barras, aparecem as representagcoes
dos algarismos de 1 a 9. Respectivamente, quando figuram em posi¢cées impares,
isto &, unidades simples, centenas, dezenas de milhar e assim por diante. Por outro
lado, na Figura 3, aparecem as representacées dos nove primeiros algarismos de 1
a 9, respectivamente, quando os algarismos aparecem em posi¢des pares, isto &,
dezenas, milhares, centenas de milhar e assim por diante. No lugar de zero era um
espaco vazio, porém a partir da dinastia de Sung (960 — 1126), um circulo comecgou
a ser usado como zero.

Figura 2: Digitos de 1 a 9 quando aparecem em posi¢des impares

AL 1 111 T A 11

Figura 3: Digitos de 1 a 9 quando aparecem em posi¢des pares

== | | L=

Figura 4: Representacdo do numero 2136 em numeais em barras

No outro sistema de numeracéo, que poderiamos chama-lo de sistema de
agrupamentos multiplicativo, predominava o principio multiplicativo. Esse sistema é
caracterizado com simbolos distintos para os algarismos de um a nove e simbolos
aditivos para as poténcias de dez. De forma que nas escritas os algarismos em
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posi¢cdes impares, considerando-os da esquerda para a direita ou de baixo para
cima, sdo multiplicados pelo sucessor.

Para representar o numero 87 532, nesse sistema escreve-se o simbolo de
10 000 antecedendo o algarismo para 8, em seguida o de 1 000 antecedendo o
algarismo 7, o de 100 antecedendo o algarismo para 5, o de 10 antecedendo de 3 e,
finalmente, o algarismo para 2. Destacamos que os multiplos de 10, 100, 1 000 e 10
000 sao figurados de acordo com o principio multiplicativo. Assim, podemos dizer
que o principio multiplicativo era conhecido na China antiga; ha quase 3 mil anos.
Afirmar a data precisa ndo possivel, ou seja, € conjectural, pois como ja foi citado,
datar os documentos da China desse tempo € complicado.

Os Chineses realizavam as operacdes aritméticas basica em tabuas de
contar, ou melhor, os chamados suan pan, que nés conhecemos popularmente
como abaco chinés. O abaco chinés era formado por contas moéveis ao logo de
varas ou arames paralelos e estabelecidos em tabuleiro.

Quadrados magicos

Os quadrados magicos mais antigos surgiram, provavelmente, na China.
Qualquer abordagem matematica chinesa antiga nao deixa de mencionar o
quadrado magico, chamado de Lo Shu. O I-King ou Livro das Permutacdes (1182-
1135 a.C.) € um dos classicos da matematica chinesa, nele aparece o exemplo mais
antigo de quadrado magico, como mostra a Figura 5. Conta a lenda que o imperador
Yu, por volta de 2200 a. C., foi quem o viu, desenhado por meio de nés em cordas,
nos pretos para numeros pares e nds brancos para os impares, na carapaca de uma
tartaruga divina, as margens do rio Amarelo.

Figura 5: Quadrado magico denominado de Lo Shu

7

Fonte: <mat.ufg.br.>mini>miriam.rosa.pdf>. Acesso 04/09/2015.

A representacao do Lo Shu (quadrado magico), a principio, estava associada
as nove salas do palacio Mitico de Ming Thang.

Veja outra representacao simplificada para o quadrado magico, na Figura 6,
de ordem 3, numa notagao numeral moderna.
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Figura 6: Quadrado magico 3x3

4 9 2
3 5 7
8 1 6

A Figura 6 € um arranjo quadrado de numerais, com 9 inteiros distintos,
colocados de modo que os numeros de uma linha qualquer, de uma coluna qualquer
ou de uma das diagonais possuem o mesmo valor, ou seja, a mesma soma ou
constante magica do quadrado, no caso a constante magica do quadrado & 15.
Quando fixamos condigbes para contagem dos arranjos, estamos considerando
situagdes que estudamos em analise combinatoria.

Os quadrados magicos nao ficaram limitados a China. Chegaram ao Japao,
Oriente Médio, india. No séc. IX apareceu na Arabia, india séc. XI, ou antes, para os
hebreus séc. Xll, na Europa séc. XV, gracas ao escritor bizantino Manuel
Moschopoulos. Em muitas situagbes, os quadrados magicos, ou arranjos quadrados
de numerais, estavam associadas ao misticismo e em outras como passatempo. No
séc. Xlll, ja eram conhecidas regras para as construgdes de quadrados magicos de
ordem impar. Em 1686, o estudo desses quadrados se estendeu para trés
dimensbées. A partir do séc. XIX, surgiram aplicagbes desses quadrados em
probabilidades e analise e, recentemente, aplicagbes no planejamento de
experimento, com os quadrados greco-romanos.

Na Figura 7, aparece uma gravura de 1500, aproximadamente, e ao lado
direito, na parte superior, um quadrado magico.

Figura 7: A Melancolia de Albrecht Dter

i
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Calculos de raizes quadradas e cubicas

Num comentario do primeiro século ao “Chi-Chang Suan-Shu” ou “Nove
capitulos sobre a arte matematica” (livro de matematica chinés, talvez o mais
influente), podemos encontrar regras para obtencao de raizes quadradas e cubicas.

Esclarecemos que a matematica da época nao tinha a riqueza do simbolismo
que temos hoje. Os problemas de matematica eram resolvidos por escritos e por
meio de uso de regras, mas € logico que os escritos matematicos antigos, néao
diferem em sua esséncia ou conteudo quando nés os abordamos hoje. O que muda
€ apenas a “‘roupagem moderna” de abordagem. Convém comentar que a
matematica chinesa antiga, ndo tinha demonstragcées no sentido grego.

E interessante saber que a extracédo de raizes era feita usando a extensdo do
binémio (a+b)”, onde n € inteiro positivo, o que pode ser feito de muitas maneiras.
Ja tinhamos comentado que o bindémio foi um dos primeiros problemas ligado a
analise combinatéria, porém suas aplicacbes nao se restringem somente a
combinatéria.

Vamos ver, como exemplo, a extracdo da raiz quadrada de 38, por
aproximacao, fazendo uso da “roupagem moderna”.

Conhecida a identidade (a + b)? = a* + 2ab + b* = a”’ + b(2a + b) e tomando-
se (a + b)* = 38, temos que encontrar a + b. Dai: 38 = (a+ b)? = a* + b(2a + b).

Para obtermos a, temos que encontrar o maior valor inteiro positivo de a , de
forma que a’ néo supere 38. Logo, encontramos a =6.

O préximo passo € achar 5. Fazendo uma sequéncia de aproximag¢ao, comeg¢ando
com b, =0, iremos obter, b,,b,,b;, e assim por diante, até onde acharmos

conveniente a aproximagao.
Em 38=a? +b,(2a +b,), fazendo b, =0, vamos obter b,.

_ 2 _ 2 _ 2 _
p =870 3876 166666 b, =209 38730 164383
2a+b, 2:6+0 2a+b, 12 +0,166666
— 2 0164414, b =2 (164414 .
12+ 0,164383 12+ 0,164414

Logo, a raiz quadrada de 38 é aproximadamente 6.,164414.

De modo semelhante podemos encontrar raizes cubicas, quarticas, etc.
A extragdo de raizes, fazendo uso do binémio(a+5)’ é uma das muitas

aplicacées dos binémios. Porém, as aplicagcbes do binémio que tenham um
significado combinatéria que € o nosso maior interesse.

Triangulo aritmético e Teorema do binémio

O tridngulo aritmético € uma tabela de numeros, vindos dos coeficientes do
desenvolvimento dos binémios (a+5)’, (a+5)', (a+b), (a+b), (a+b)', (a+b) e
assim por diante, formando uma tabela numérica triangular, onde os coeficientes sao
dispostos, sucessivamente de cima para baixo, e ilimitado para baixo ou até a linha
que desejarmos. A seguir temos a Figura 8 que representa o Triangulo aritmético.
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Figura 8: Tridngulo aritmético
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O triangulo aritmético recebe varios nomes de acordo com o lugar do mundo.
Por exemplo, os franceses ou ocidentais chamam de tridngulo de Pascal, na Italia de
triangulo de Tartaglia, na China de Yang Hui e, ainda, além desses nomes, outras
denominagdes aparecem como triangulo de Tartaglia-Pascal, triangulo aritmético de
Pascal ou triangulo combinatério.

Regras de construgao

e Toda linha comecga e termina por 1.

e A soma de dois elementos consecutivos de uma linha € igual ao elemento
localizado na linha seguinte, embaixo do segundo numero somado (identidade
combinatéria).

Os coeficientes (ou também conhecidos como coeficientes binomiais) das
expressdes binomiais formam as linhas do tridngulo de Pascal. Além disso,
podemos extrair desse triangulo varias identidades, com diversas aplicagbes, entre
elas muitas em matematica.

Um dos livros valioso da China datado entre 1261 e 1275, foi escrito por Yang
Hui, que representa uma espécie de extensdo dos Nove Capitulos sobre a Arte da
Matematica. Encontramos nele a mais antiga apresentacao preservada do chamado
tridangulo aritmético de Pascal. Outro classico chinés, escrito por Chu Shi-kié, em
torno de 1303, contém uma aparigcao do triangulo aritmético, posterior a este e
aponta a possibilidade do teorema do binémio ja ter sido conhecido pelos chineses a
um certo tempo. Pois Chu fala, no seu livro, como se o tridngulo fosse conhecido
bem antes do seu tempo.

Os hindus

Os indianos dos primeiros tempos, entre 3000 e 1500 a.C., habitavam na
regido do rio Indo, perto das margens do deserto de Thar. A india antiga era formada
de grande numero de pequenos principados desunidos. Pouco se sabe sobre a
matematica desses antigos habitantes, devido a falta de documentos da época. Mas
através de escavagbes arqueoldgicas de algumas de suas cidades, encontramos
informacgdes preciosas, principalmente nas cidades de Harapa e Mohenjo Daro. Com
base nessas escavagdes temos provas de que foi uma civilizagdo bem desenvolvida
e isso aconteceu na época das construgdes das piramides egipcias. Em Mohenjo
Daro foi encontrada redes de esgoto, piscinas publicas, entre outras construgdes.
Ja existia por la, um sistema de contagem, pesos e medidas. Tudo isso revela a
garantia de conhecimentos de matematica. Sofreram diversas invasées e foram
exterminados, provavelmente pelos Arianos (bandos de némades) por volta de 1500
a.C. Embora a matematica indiana tenha comeg¢ado em torno de 3000 a.C., foi
somente através da religiao védica (donde vem o hinduismo), entre 1500 a 600 a.C.,
que apareceu uma matematica geométrica, voltada para a construgdes de altares
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para seus deuses. Foi dessa religido que apareceram a resolugao de problemas nao
triviais. Com o declinio da religidao védica, surgiram duas outras protestantes dos
sacrificios cruentos dos rituais da primeira, o budismo e Jainismo.

Os jainas

Os jainas passavam por longos treinamento e estudavam a ganitanuyoga, ou
matematica, que fazia parte da vida religiosa que levavam.

A vikalpa (ou combinatéria) foi um dos temas preferidos de estudo dos jainas.
Devido ao fato deles terem uma concepg¢ao atomistica do mundo fisico, davam uma
atencao especial a combinatéria. O atomo, ou parmanu, era considerado indivisivel
e atemporal. Possuia cor, cheiro, gosto e textura, de modo que somente essas
qualidades podiam ser mudadas. Os seus atomos dispéem de 5 tipos de cor, 2
cheiros distintos, 5 gostos possiveis e 8 tipos de textura.

Problema Combinatério
Quantas sdo as combinacdes de 2 que podem ser feitas com 3 sabores (gostos)
distintos, doce, salgado e azedo?

Ja tinhamos falado acerca de materiais pereciveis usados nas escritas de
algumas das antigas civilizagdes. No caso da India, eles escreviam além dos ja
citados, em folhas de palmeiras, por isso muitas obras da india antiga nao
sobreviveu e das que sobreviveram, na maioria das vezes, ndo aparecem o nhome do
autor.

Na literatura jaina encontramos livros que tém combinatéria e triangulo
aritmético. Os livros Bhagabati Sutra (300 a.C.) e Sthananga Sutra (200 a.C.),
ambos sem o nome do autor e tratam de combinatoria, através de regras para o
calculo de combinagbes e arranjos. Mas também encontramos livros do janaismo
com nome do autor e assunto ligados a analise combinatéria e o tridngulo aritmético,
como Chanda Sutra (200 d.C.) de autoria de Pingala, o Ganita Sara Samgraha (850
d.C.) de Mahavira e o Mritasanjivani (950 d.C.) de Halayudha. Nesse ultimo,
encontramos assuntos que ja tinham sidos tratados por Pingala, como o
denominado tridngulo aritmético (ou meruprastara, em homenagem ao Monte Meru)
e a regra de Pingala — regra usada para a construgao de um triangulo aritmético - a
450 anos, depois de Pingala.

Regra de Pingala

A regra de Pingala para a constru¢ao o triangulo é assim descrita: Desenhe
um quadradinho; abaixo dele desenhe dois outros, de maneira que se unam no
ponto médio da base dele; abaixo desses dois, desenhe outros trés e assim
sucessivamente. A seguir, escreva 1 no primeiro quadradinho e nos da segunda
linha. Na terceira linha escreva 1 nos quadradinhos dos extremos, e no meio
escreva a soma dois dos numeros imediatamente acima deles (por exemplo, na
quinta linha, temos:4=1+3,6=3+3,4=3+1), Figura 9. Prossiga fazendo o mesmo

nas demais linhas até onde quiser.
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Figura 9: Tridngulo construido com a Regra de Pingala

1 5 1 1 5 1

Sistema de numeragao hindu

Encontramos a primeira referéncia especifica a respeito dos nimeros hindus,
datando de 662, escrito pelo bispo sirio Severus Sebokt, admirador das descobertas
astronémicas, dos métodos de calculo e da computacdo dos hindus. Sebokt se
irritava com aqueles que s6 faziam fé na cultura grega e menosprezavam as de
outros povos.

O sistema de numeragéao hindu estava associado a trés principios basicos, ou
seja, base decimal, uma notacao posicional (ou relativa) e uma forma cifrada para
cada um dos dez numerais. Esses principios ndo sao de origem hindu, porém a
parte brilhante que cabe aos hindus foi a ideia de junta-los pela primeira vez, para a
formacao de seu sistema de numeragéo e assim foi construido o moderno sistema
de numeracao.

A adicdo e a multiplicacdo dos hindus eram bem parecidas com as fazemos
hoje. Para a multiplicacao, eles usavam um esquema denominado de multiplicacao
em reticulado (ou em células, ou em gelosia, entre outros nomes). Um exemplo, para
termos uma nog¢do do que vem atras disso. Queremos o produto 342 por

54. Considere a Figura 10:
Figura 10: Multiplicacdo em reticulado

3 4 2
A 2 6 8 |g
1 1 0
5 0 0
51 2 1 °
1 8 4

e Acima do reticulado temos 342 que € o multiplicando
e A esquerda temos 54 o multiplicador
e Os produtos parciais ocupam as células quadradas
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Exemplo: na linha 1 e coluna 1, encontramos 12, que vem da multiplicacao de 4
por 3
Os algarismos das diagonais sdo somados

e O produto final esta abaixo e a direita do reticulado, ou seja, 18468

Aqui também podemos perceber o0 “nosso” principio da multiplicagao.

Bhaskara

Bhaskara Acharya viveu entre 1114 a 1185, na india, foi considerado o maior
matematico de sua época. Trouxe também contribuicbes para a analise
combinatéria, em sua obra mais conhecida, denominada Lilavati (significa Graciosa).
Nessa obra apareciam problemas semelhantes aos que aparecem em livros
didaticos de hoje, sendo que esses problema eram criados com uma quantidade
pequena de objetos (elementos). No trabalho de Bhascara, é relevante ressaltarmos
que aparecia claramente a preocupacao em diferenciar os agrupamentos em que a
ordem dos elementos é importante (os arranjos) e agrupamentos em a ordem dos
elementos nédo tem importancia (as combinagdes). Pois os dias de hoje a analise
combinatéria considera a existéncia desses dois tipos de agrupamentos como
fundamentais.

Texto 3: Acontecimentos e matematicos europeus a partir do século XVIi

O século XVII para a matematica € especial, mais conhecido como século do
génio. Varias contribuicées para a matematica surgiram, assim como a invencgao da
geometria analitica, do calculo, da teoria das probabilidades, e muitos novos campos
de pesquisa em matematica apareceram. Embora ainda nao existissem grupos de
matematicos organizados; a ltalia, Franca e Inglaterra ja contavam com grupos
profissionais de matematicos que se intercomunicavam. A manifestagdo subita da
matematica do século XVII foi devida, em grande parte, sem margem de duvida, aos
avangos sociais, politicos e econdmicos vivenciados pela sociedade da época.
Destacaremos neste texto os principais acontecimentos e matematicos europeus
que contribuiram, a partir desse século, para o desenvolvimento da analise
combinatéria, que alias foi um século de grande desenvolvimento do nosso tema de
estudo, devido seu entrosamento com a teoria das probabilidades.

Os jogos

As culturas primitivas, em sua maioria, praticavam atividades com algum tipo
de dados. Em periodos bem remotos, encontra-se um jogo denominado astragalo,
que € o antecessor do atual dado (hexaedro regular). O astragalo € um osso, ou
melhor, um ossinho encontrado na pata traseira de certos animais, como o carneiro
e a cabra. Possui quatro faces distinguiveis e quando langado ao chao, repousa-se
sobre uma das faces. Varios jogos eram realizados com astragalos. Entre eles
encontra-se um jogo bem comum que basta usar quatro pecas e observar as faces
que aparecem para cima. Depois de jogarem as pegcas em uma superficie plana;
com valores atribuidos as combinagdes, hormalmente as mais valiosas eram as que
apresentavam mais faces distintas.
Entre os judeus o jogo era proibido e repreendido sob pena de morte. Por outro lado,
em Roma e na Grécia o entusiasmo pelo jogo era tanto que houve necessidade de
proibi-lo em certos periodos.

O jogo de cartas, denominado atualmente como baralho, pode ter surgido na
China, india ou Egito. Mas nem todas as pessoas tinham acesso as cartas, devido a
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seu custo. Foi somente no século XV, a partir da invengao da imprensa, que este
jogo passou a ser mais popular. Devemos salientar também que com a imprensa
houve uma aceleragao na divulgacao dos novos conhecimentos.

Muito tempo se passou até haver uma associacdo dos jogos com a
matematica. Tais praticas s6 passaram a ocorrer, de maneira mais formal (com um
certo tratamento matematico) no séc. XVII, com o grande matematico Pascal e seus
contemporaneos. Nao se pode afirmar que antes do século XVII ndo houvesse
algumas provas, mas a partir desse século tais praticas (ou tratamento matematico
dado ao jogo) comegaram a se intensificar entre matematicos consagrados.

Figura 11: Blaise Pascal

Fonte: <https://bgstrialofgod.wordpress.com/blaise-pascal/ >. Acesso 17/11/2014

Probabilidades e Analise Combinatoria

Um dos amigos de Pascal, Antoine Gombaud, o Chevalier de Méré (1607-
1684), frequentador presente das mesas de jogo; enviou a ele alguns problemas
sobre jogos, a fim de que fossem examinados por Pascal. Este teve muito interesse
pelos problemas e resolveu também envia-los ao amigo matematico Pierre de
Fermat (1601-1665), para o estudo dos problemas. A partir dai, comegou a se
estabelecer trocas de correspondéncia entre esses matematicos, e acredita-se que
essas trocas contribuiram para a elaboracao da teoria da probabilidade, o que hoje
denominamos de probabilidades finitas.

Com a necessidade de determinar o niumero de possibilidades existentes nos
jogos, surge o desenvolvimento de novas técnicas de contagem, ou melhor, a
analise combinatoria. Esta comecga a ter um tratamento matematico (ou formalizado),
que até entao nao havia acontecido.

Este grande desenvolvimento da analise combinatéria ocorreu devido aos
problemas surgidos com os jogos de azar. Entre esses referidos jogos, encontram-
se 0s jogos de cartas, dados e moedas. A teoria das probabilidades foi um ponto
fundamental para o aparecimento de novas técnicas de contagem em analise
combinatéria.

Embora, a principio, os matematicos desse tempo nao estivessem atraidos
por estes novos assuntos (a teoria das probabilidades e a analise combinatéria),
porque a atencao da maioria deles estava voltada a criacdo do calculo, assunto de
grande aplicabilidade, em que Newton e Leibnitz sdo considerados os pais. Por
outro lado e de modo natural, a teoria das probabilidades continuou seu
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desenvolvimento devido as varias aplicagbes que surgiam, como por exemplo,
estudar situagcdes como taxas de mortalidade, prémios de seguros € muito mais.

A palavra “azar”

Dentro do nosso contexto a palavra “azar” ndo tem o significado comum dado
de “ma sorte” e sim como sinénimo de “acaso”. Que por sua vez fica entendido como
conjunto de forgas, ndo determinadas ou controladas, normalmente, que influenciam
no resultado de um experimento ou fendbmeno. Como, por exemplo, o langamento de
uma moeda, pode ocorrer cara ou coroa, de modo que se tentarmos repetir o
experimento, em condi¢cdes analogas a primeira, o resultado pode ser diferente. Em
outras palavras, somente depois de sua realizacdo podemos saber o resultado fiel
do experimento. A ideia de acaso para os povos antigos, estava ligada as
intervengcdes divinas ou sobrenaturais. Se um dado langado caiu desse modo,
assim foi a vontade de Deus ou dos deuses.

Girolamo Cardano

Girolamo (Jerénimo) Cardano (1501-1576) nasceu em Pavia, Italia. Era
meédico por profissdao, dedicou-se a matematica, deixou varios livros escritos; entre
eles o De Ludo Aleae (Sobre os jogos de azar), publicado em1663. O livro expde
conselhos sobre os jogos, ou um manual do jogador, e as primeiras no¢des sobre
probabilidades.

Pascal e contemporaneos

Blaise Pascal (1623-1662), filho do matematico Etienne Pascal (1588-1640),
nasceu na provincia francesa de Auvergne e desde novo revelava-se habilidoso
para a matematica. Embora, por ordem de seu pai, a educacgao inicial estava
limitada ao estudo de linguas, no intervalo do recreio e de modo oculto, por sua
prépria vontade, em poucas semanas, Pascal estudou geometria e descobriu
diversas das propriedades das figuras geométricas. O pai de Pascal ficou tao feliz
com a nova atividade do filho que lhe deu de presente um exemplar dos Elementos
de Euclides. Aos quatorze anos, Pascal ja participava de reunides informais da
Academia de Mersenne em Paris.

Os resultados das correspondéncias entre Pascal e Fermat, causadas por De
Méré, nao foram publicadas por eles. Porém, em 1657, o matematico holandes
Chistiaan Huygens (1629-1695), com base nas correspondéncias entre os
franceses, publicou um pequeno folheto, intitulado “De Ratiociniis in Ludo Aleae” (ou
Sobre o Raciocinio em Jogos de dados). Enquanto isso acontecia, Pascal realizava
uma ligacao do estudo das probabilidades com o tridngulo aritmético em 1653.

O traiaté du triangle arihmétique de Pascal ja existia antes de Pascal. Os
hindus em 200 a.C., os chineses em torno de 1250 e muitas outras pessoas de
nacionalidades distintas o conheciam antes de Pascal. Mas foi Pascal que estudou
as diversas relagbes que envolviam os numeros do tridngulo e muitas destas
relagcdes foram desenvolvidas por ele.

A construgao do triangulo aritmético no tempo de Pascal (veja Figura 14) é
diferente da que usamos hoje.
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Figura 12: Traiaté du triangle arihmétique de Pascal
1 1 1 1 1

1 2 3 4
1 3 6
1 4
1

Uma de suas propriedades é: que a partir da segunda linha, qualquer
elemento é dado pela soma dos elementos da linha anterior, situado acima dele ou a
esquerda. Como exemplo, 6=3+2+1,4=3+1.

Pascal ficou conhecido no mundo ocidental por causa do desenvolvimento e
aplicacbes que realizou com as propriedades do tridngulo. Por isso o tridngulo
recebeu o nome no ocidente de tridangulo de Pascal. Uma das primeiras apari¢gées
do principio de indugdo matematica &€ encontrado no tratado de Pascal sobre o
tridangulo.

Uma das aplicagbes realizada por Pascal foi a determinacao dos coeficientes
binomiais da expressao de (x + y)".

Pascal para resolver problemas de probabilidade, que eram necessarios para
obter o nimero de combinagbes de » elementos tomados p de cada vez (ou p a

p ), €le expressava verbalmente e, corretamente afirmava como obter. Fazendo uso

do simbolismo moderno. Pascal afirmava que:
n!

pl(n—p)!
Salientamos que o simbolismo algébrico teve avangos no século XVII, porém
neste quesito Pascal estava atrasado no seu tempo.

O simbolo #!
O simbolo #!(leia: fatorial de n), foi introduzido pela primeira vez em 1808,

pelo professor Chistian Kramp (1760-1820) de Estrasburgo, Franca, cuja intencao
era simplificar a escrita.

Jaques Bernoulli

Jaques Bernoulli (1654-1705) conhecido também por James (forma
aglicizada) ou Jakob (em alemao) nasceu e morreu na Basiléia, Suica. Pertenceu a
familia Bernoulli que mais produziu matematicos de renomes na historia. Os
matematicos Bernoullis juntos com Leibniz, deixaram contribuicées escritas,
principalmente, em artigos e em revistas.

O mais antigo documento substancial sobre a teoria das probabilidades é o
Ars Conjectadi (ou Arte de conjecturar), um classico, escrito por Jaques Bernoulli e
publicado em 1713. Essa obra esta dividida em quatro partes, a primeira parte
contém o trabalho de Huygens, ou seja, De ludo aleae, com comentarios de
Bernoulli, na segundo parte encontramos uma teoria geral de permutacdes e
combinagdes, com a utilizacado do teorema binomial e multinomial, além da primeira
prova adequada do teorema binomial para poténcias inteiras positivas e essa prova
foi dada por indugcao matematica. As outras duas ultimas partes, sdo dedicadas a
resolu¢ao de problemas de probabilidades.
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Gottfried Wilhelm Leibniz

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) nasceu em Leipzig, Alemanha. Estudou
direito, teologia, filosofia e matematica na universidade. Como ja foi citado, um dos
criadores do calculo. Comecou a desenvolver a characterisca generalis, ou seja,
concepgao de uma matematica universal.

A contribuicdo de Leibniz para a Analise Combinatéria foi devido a
generalizagao do teorema binomial para o teorema multinomial, que consiste em
realizar a expansao de

(x+y+-tz)

Pierre Simon de Laplace

Pierre Simon de Laplace (1749-1827), de origem humilde, protestante, com
trabalhos importantes realizado em astronomia e matematica. Foi um dos principais
matematicos da Revolugado Francesa. Desempenhou em papel modesto no Comité
de Pesos e Medidas. Laplace se dedicou a teoria das probabilidades mais que
qualquer outro. Escreveu diversos artigos sobre probabilidades, de modo que esses
resultados foram anexados no classico Théorie Analytique dés Probabilités em 1812.
O classico considera todos os aspectos e todos os niveis da teoria.

Em relacao a teoria das probabilidades, certa vez Laplace se pronunciou:

“E notavel que uma ciéncia que comegou com consideragdes sobre jogos de
azar se tivesse elevado ao nivel dos mais importantes assunto do saber humano”.

Abraham De Moivre

Abraham De Moivre (1667-1754), um francés Huguenote, que foi para a
Inglaterra, depois da revogacdo do Edito de Nantes em 1685. Ganhava a vida na
Inglaterra como professor particular de matematica.

Muitos matematicos tiveram interesse pela teoria das probabilidades no inicio
do século dezoito; entre eles De Moivre, que publicou a “Doctrine of Chances”
(Doutrina do acaso), que continha questdes sobre dados, o problema de pontos,
retiradas de bolas de cores distintas de um saco, entre outros jogos. Desses
problemas, alguns ja tinham surgidos em Ars conjectandi, de Jacques Bernoulli; a
obra continham também muita coisa sobre a teoria das probabilidades. E
interessante dizer que a publicagado de De Moivre, de modo geral, obtinha resultados
da teoria das permutacdées e combinagdes usando os principios de probabilidades.
Porém hoje fazemos o contrario.

Em seguida, descrevemos um exemplo como isso acontecia.

Achar o numero de arranjos de duas letras escolhidas entre as letras u, v, X, z, w.

Probabilidade de escolher uma letra particular é: %

Probabilidade de escolher outra letra especifica ser a segunda: %

1_1
4720
0.

Dai, a probabilidade de aparecerem essas duas letras nessa ordem é:

DN | —

De onde se conclui que o numero de arranjos possiveis, duas a duas, & 2

Em 1730, De Moivre publicou um outro volume intitulado Micellanea Analytica,
com contribuicbes a probabilidades e também pela cooperacdo com o
desenvolvimento do lado analitico da trigonometria. De Moivre s6 nao superou
Laplace em suas contribuicdes a teoria das probabilidades.
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Diante do exposto, afirmamos que a analise combinatdéria ndo é uma
matematica pronta e acabada, muito pelo contrario. Renova-se com amplas e
diversificadas técnicas de contagem, além de um numero cada vez maior de
aplicacbes, algumas apresentadas neste trabalho. Podemos considerar aplicagbes
na formacao de senhas, em quimica, fisica, biologia, economia, ciéncias sociais, na
confecgcédo de um retrato falado, nas loterias federais e muitas outras. Devemos tudo
isso a criagdo humana, pois ao longo da Histéria, muitos homens das Ciéncias ou
nao, colaboraram para alcangar o patamar de desenvolvimento que temos hoje.
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APENDICE 2: QUESTOES DA 12 AVALIAGAO DE MATEMATICA

|
Resolva a equacgao (n i 1)' = 20.

(n—1)!

Quantos numeros de telefones de seis algarismos podem ser formados com os
algarismos 1, 2. 3,4, 5,6 e 7, de modo que os trés primeiros algarismos sejam
distintos?

Uma prova é construida por dez testes do tipo “verdadeiro ou falso”. De quantas
maneiras diferentes um candidato podera responder aos dez testes, nao
deixando nenhuma sem respostas e assinalando apenas uma alternativa em
cada um?

Quantos numeros naturais maiores do que 400 e de trés algarismos podem ser
formados com os algarismos 1, 2,4, 5 e 6?

Com os algarismos 1, 2, 3, 4, 5 e 6, quantos numeros naturais de quatro
algarismos distintos podem ser formados de modo que o algarismo das unidades
seja par ou o algarismo dos milhares seja impar?

Quantos divisores naturais possui o numero 2167?

‘Uma funcédo f: 4— Bé Iinjetora se, e somente se, elementos distintos
de 4tiverem imagens distintas em B, através de f.” Determine o numero de
funcdes injetora com dominio 4= {1, 2, 3} e contradominio B= {a, b,c,d, e, f}.

Escrevendo em ordem crescente todos os numeros naturais de cinco algarismos
distintos formados por 1, 2, 3, 6 e 8, qual sera a ordem (niUmero de posi¢cao) do
numero 368127

A diretoria de uma firma é formada por sete diretores brasileiros e quatro
japoneses. Quantas comissdes de trés brasileiros e trés japoneses podem ser
formadas?

10)O rei Dario da Babildénia dividiu o pais em provincias e escolheu homens

igualmente preparados para serem autoridades. Para a ultima provincia o rei
tinha a sua disposicdo dez homens, dentre eles Ciro, a quem o rei ja tinha
determinado que seria um dos ministro da provincia. O rei precisava de um para
o0 cargo de governador, seis para ministro e trés para prefeito. De quantas
maneiras o rei pode formar essa equipe de autoridade?
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APENDICE 3: QUESTOES DA 22 AVALIAQAO DE MATEMATICA
-
(n 1). 1

(n=3)1

Quantos numeros de trés algarismos podemos formar com os cinco primeiros
ndmeros naturais diferentes de zero?

Resolva a equacgao

Uma placa de automovel é formada por trés letras seguidas de quatro algarismos.
Quantas placas podem ser formadas com pelo menos um algarismo nao-nulo,
dispondo-se das 26 letras do alfabeto e dos dez algarismos do sistema decimal?

Com os algarismos 1, 2, 3, 4, 5 e 6 sao formados numeros de 4 algarismos
distintos. Dentre eles, quantos sao divisiveis por 5?

Quantas matrizes quadradas de ordem 3 podemos formar usando os numeros 1,
2, 3, cada um uma vez, e 6 zeros?

Quantos numeros impares com 4 algarismos distintos podemos formar com os 10
primeiros numeros naturais?

Um examinador dispde de 6 questdes de Algebra e 4 de Geometria para montar
uma prova de 4 questées. Quantas provas diferentes ele pode montar usando 2
questdes de Algebra e 2 de Geometria?

Determine o niumero de anagramas da palavra BATATA que comeg¢am pela letra
A.

Uma empresa tem 3 diretores e 5 gerentes. Quantas comissbées de 5 pessoas
podem ser formadas contendo no minimo 1 diretor?

10) Um bar vende 3 tipos de refrigerantes: GUARANA, SODA E TONICA. De

quantas formas uma pessoa pode comprar 5 garrafas de refrigerantes?
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APENDICE 4: QUESTIONARIO

Universidade do Grande Rio — UNIGRANRIO
Programa de P6s-Graduag¢ao em Ensino das Ciéncias
Mestrado Profissional de Ensino das Ciéncia na Educacao Basica

Pesquisador: Antonio Carlos Bastos

Caro aluno (a), este questionario faz parte da pesquisa intitulada: “O Ensino da
Analise Combinatéria a Partir de uma Abordagem Historica e Resolucao de
Problemas”. Vocé é convidado a responder os itens abaixo, lembramos que sua
participacao € voluntaria. Caso concorde, devemos frisar que, em nenhum momento
seu nome constara na pesquisa. Desde ja nosso sincero agradecimento.

1) Vocé achou que a Histéria da Matematica trouxe motivacdo para a
aprendizagem?

() sim ( )néo

Por qué?

2) Vocé percebeu alguma relacdo do desenvolvimento do tema abordado
(Combinatéria) com outros campos do saber humano? (necessidades praticas,
sociais, econémicas ou fisicas)

() sim ( )néo

Por qué?

3) A Histéria foi um importante meio ou interessante para as aulas da Analise
Combinatoria?

() sim ( ) néo

Por qué?

4) Vocé achou que os problemas ajudaram para uma compreensao melhor da
Combinatéria?

() sim ( ) néo

Por qué?

5) A Histdria integrada com a Resolugao de Problemas contribui para o ensino e a
aprendizagem da Analise Combinat6ria?

() sim ( ) nao

Por qué?




ANEXO 1: APROVAGAO DO COMITE DE ETICA

NV ERS ID K BE
€ /UNIGRANRIO

COMITE DE ETICA EM PESQUISA

#

Dugque de Caxias 26 de Setembro de 2014,

Do: Comité de Etica em Pesquisa da UNIGRANRIO
Para Responsavel Principal; Antonio Carlos Bastos
Para Orentadora; Profa. Dra. Eline das Flores Victer

Para Co-orientadors: Profa. Dra, Jurema Rosa Lopes

D Comité de Etica em Pesquisa da UNIGRANRIO, apos avaliagio consideron
aprovado o projéto de pesquisa “O ENSINO DA ANALISE COMBINATORIA SOB
UMA ABORDAGEM H[STGRICA E RESOLUCAO DE PROBLEMAS",
protocolado sob o nimero de CAEE 35562614.5.0000.5283, encontrando-se a referida
pesquisa ¢ o Termp de consentimento Livre e Esclarecido em conformidade com a
Resolugio N.°466, de 12 de Dezembro de 2012, do Conselho Nacional d¢ Sahide, sobre
pesquisa envolvendo seres humanos,

Os pesquisadores deverfio informar ao Comité de Etica qualquer scontecimento
ocorrido no decorrer da pesquisa

0 Comité de Etica em Pesquisa solicita: a' V., §%, que so término du pesquiss,
conforme cronograma apresentado, encaminhe a éste ;.nrnlté um sumirio dos resuliados do
projeto, a fim de que seja expedido o centificado de aprovaglo final.

Pro Rmto . ?.ambwm
Coordenador do CEP-UNIGRANRIO

Caunad .6, Canud

Secretdria do CEP/UNIGRANRIO

CEP/UNIGRANRIO - COMITE DE ETICA EM PESQUISA da UNIGRANRIO
Rua Prof. José de Souza Herdy, 1160 — 25 de Agosto — Pugue de Caxias - CEP: 25071-202
Teliz 21 2672-7733 - E-muil: cep@unigranrio.com.br
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